Ramsey teooria



Olgu G = (V, E) graaf. Tipuhulka S C V nimetatakse
klikiks, kui suvalised kaks (erinevat) tippu u,v € S on G-s
servaga uhendatud.

Teisisonu, S on klikk, kui indutseeritud alamgraaf G|S] on

taisgraaf.

Tipuhulka S C V nimetatakse soltumatuks hulgaks, kui
uhegi kahe S-1 kuuluva tipu vahel serva ei ole.

Teisisonu, S on soltumatu hulk, kui indutseeritud alam-
graaf G|S| on tiihigraaf.



Lause. Olgu G = (V, E) lihtgraaf, nii et |VV| > 6. Siis
leidub G-s kolmeelemendiline klikk voi kolmeelemendiline
soltumatu hulk.

Toestus. Olgu v € V mingi tipp. Olgu
e X = N(v) (tipu v naabertippude hulk);
e Y = N(v) =V\(X U{v}) (tipu v mitte-naabrid).

Kuna | X|+|Y|=|XUY|=|V|—-12>5,siis | X]| > 3 voi
Y| > 3. Oletame, et | X| > 3. On kaks voimalust:

e X on soltumatu hulk.

e Leiduvad u,w € X, nii et (u,w) € E. Siis {u,v,w} on
klikk.

Juht |Y'| > 3 on analoogiline (G asemel G). (]



Olgu 7(k,l) (kui ta leidub) vahim selline taisarv, et iga
lihtgraafi G = (V, E) jaoks, kus |V| > r(k, 1), kehtib

Kk;)GV‘CV)lOl;)G .

Siin < tahistab indutseeritud alamgraafiks olemist.

Tanases loengus me naditame, et r(k,[) leidub koigi k,l € N
jaoks, ning anname moned alam- ja ulemtokked.

Eelmine lause néitas, et 7(3, 3) leidub ja on iilimalt 6.
Kuna K3 ?L) C5 ja 03 ?L) C5, siis 7’(3, 3) = 6.
Lemma. Kui r(k, 1) leidub, siis leidub ka r(I, k) ja r(I, k) = r(k, ).

ToOestus. Ilmne. Vahetame ara servade olemise ja mitte-
olemise. []



Lemma. Olgu k,! € N. Suurused r(k, 1) ja r(k, 2) leiduvad
ning r(k,1) =1 ja r(k,2) = k.

Analoogiliselt r(1,1) =1 ja r(2,1) = L.

Toestus. O; on lihtsalt tihetipuline graaf. See sisaldub igas
graafis. Seega r(k,1) = 1.

Olgu G = (V, E) lihtgraaf, olgu |V| = k. Kui G = Kj,
sils K «— G. Kui G # Ky, siis olgu u,v € V sellised, et
(u,v) € E. Siis G[{u,v}] = O..

Oleme naidanud, et r(k,2) < k. Samas K ¥ Kp 1 ja
O; 4 Ki_1. Seega r(k,2) = k. []



Teoreem. Olgu k,l € N, nii et £ > 2 jal > 2. Siis r(k, 1)
leidub. Peale selle kehtib r(k,1) < r(k —1,1) + r(k,1 —1).

Toestus. Induktsioon ile k + .

Baas. k+1=4. Siis kK = = 2. Eelmine lemma annab

r(2,2)=2=1+1=r(1,2)+r(2,1) .

Samm. Induktsiooni eeldusest saame, et r(k—1,1) jar(k, [—
1) leiduvad.

Olgu G = (V, E) mingi lihtgraaf, nii et |V | =1r(k — 1,1) +
r(k,l —1).

Olgu v € V ja vaatame hulki N(v) ja N(v).



Kuna |N(v)| + |[N(v)| = r(k — 1,1) + r(k,l — 1) — 1, siis
kehtib vahemalt iks jargmistest vaidetest:

1.

2.

N(v)
N(v)

> r(k—1,1).
> r(k,l—1).

Esimesel juhul vaatame graafi G[N(v)|. On kaks voimalust:

e Ki 1 — G|N(v)]. Olgu S C N(v) (k — 1)-tipuline

klikk. Siis S U {v} on k-tipuline klikk.

e O, — G|N(v)]. Siis ka O; — G.



Teisel juhul vaatame graafi G|N(v)]. On kaks vdimalust:

¢ Oy_1 < G[N(v)]. Olgu S C N(v) (I — 1)-tipuline
sOltumatu hulk. Siis S U {v} on [-tipuline s6ltumatu
hulk.

o K, — G[N(v)]. Siis ka K}, — G.

Oleme naidanud, et suvaline (r(k—1,1)+7r(k,l—1))-tipuline
graaf sisaldab k-elemendilist klikki vo1 [-elemendilist soOl-
tumatut hulka. Seega on r(k,!) tilimalt r(k—1,1)+r(k,l —
1). ]



Jareldus. Kui r(k — 1,1) ja r(k,l — 1) on paarisarvud, siis
r(k, ) <r(k—1,0)+r(kl—-1)—1.

Toestus. Olgu G = (V, E) lihtgraaf, kus |V| =r(k—1,1) +
r(k,l —1) — 1. Olgu v € V selline, et |N(v)| on paarisarv.
Selline v leidub, sest |V'| on paaritu.

Kuna nii |N(v)| kui ka |N(v)| on paarisarvud, siis kehtib
vahemalt uks jargmistest vaidetest:

1. |[N(v)| > r(k—1,1).

2. |[N(v)| > r(k,l—1).

T'Oestus jatkub identselt eelmise teoreemi toestusega. [



k—1

Toestus. r(1,1) =r(1,2) =r(2,1) =1=(3) = (;) = (;).

k+1—2
Lause. r(k,1) g( T )

k ja l-1 ulejaanud vaartuste jaoks toestame selle vaite in-
duktsiooniga ule k + [. Me oleme juba ara teinud baasi
k+1<3.

Samm. Olgu k + 1 > 4. Siis

r(k,1) < r(k=1,0)+r(k,1-1) < (557)+ (500 = (500
[]



Arvusid r(k,1) saab iildistada.

r(k,l) on vahim selline arv n, et kui me varvime K, servad
kahe varviga (varvimisviis ei pruugi olla korrektne), siis

leidub seal alamgraafina esimest varvi K, vo1 teist varvi
K;.

Olgu r(ay,...,ar) vahim selline arv n, et kui me varvime
K, servad k varviga, siis leidub ¢z € {1, ..., k} nii, et leidub

alamgraaf K, , mille kdik servad on varvi a;.



Kehtib vorratus

r(ay,...,ax) <
r(a; — 1,as,...,a;) + r(ay,az — 1,as,...,a;) +-- -+
r(ay, .., 0p 1,05 — 1) — (K —2)
ning r(...,1,...) =1.

T'Oestus: samasugune kui juhul k£ = 2.



Teoreem. Kui k > 2, siis r(k, k) > 2%/2

Toestus. Olgu n < 2%2 ja olgu G,, kodigi n-tipuliste liht-
graafide hulk. Meil tuleb naidata, et leidub G € G,,, nii et
Ky ¥ Gja Op 4 G.

Olgu meil antud mingi hulk X ja selle hulga elementide
mingli omadus P. S.t. P on funktsioon hulgast X hulka
{tOene, vaar}. Olgu meil tarvis ndidata, et leidub z € X,
mille korral P(z) kehtib.

Selleks piisab, kul naitame, et kui £ on mingi juhusiikult
valitud element hulgast X, siis P[P(z)] > 0.



Defineerimaks, mida kujutab endast hulgast G, juhusliku
graafl valimine, tuleb meil fikseerida mingi toenaosusjaotus

hulgal G,,.

Olgu G,, hoopis koigi margendatud n-tipuliste lihtgraafide
hulk (margenditega hulgast {1,...,n}). Siis |G,| = 2(3).
Olgu G € G, tipuhulk {vy,...,v,}, kus v; margendiks on

1.

Olgu G juhuslik margendatud graaf hulgast G, kusjuures

koigil 2(3) graafil olgu sama suur toenaosus valituks saada.

Leiame iilemise tokke suurustele P[K; <— G] ja



k-elemendilist klikki sisaldavate graafide arv (5,-s
G| -

|(;n| | Z {G € G, |Gl{viy, ..., v }] 2 Ki}| =

1< <ig <--<ip<m

n) 2(3)-(5) = <Z> o)zl (nktl)

nk . 2—(5) (2k/2)k : 2—(5) B 2%—7 B ok/2
R k! I R YN

2k2

Kui k kasvab, siis 2k ”” kahaneb. Kui k > 3, 8lis “ - < >
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Variant k£ = 2 tuleb parast eraldi labi vaadata.



Analoogiliselt, kui k > 3, siis P[0y — G] < 1/2.
Meil oli P(G) = ,Ky ¥4 G ja Op ¥ G“. Kui k > 3, siis

P[K), 4 G ja O 4 G] = 1 — P[Ky <> G v6i Oy <> G| >
Seega, kui k > 3, siis r(k, k) > 2F/2
Kui k = 2, siis 7(k, k) = 2 = 2¥/2, O

r(k,l) tapsed vaartused on teada ainult vaheste paaride
(k,1) jaoks. Ulevaate leiab aadressilt

http://wwwl.combinatorics.org/Surveys/index.html



