Vorgud ja vood
Ford-Fulkersoni algoritm



Olgu G = (V, F) suunatud graaf.

Suunatud graafi tipu v € V jaokgn defineeritud tema
sisendaste deg(v) ja valjundaste deg(v).

H %
Kui deg(v) = 0, siis on v graafi G ldhe. Kui deg(v) = 0,
sils on v graafi G suue.

Labilaskevorme G-1 on mingi funktsioon ¢ : B — R,.

e
Tipu v € V ¢-sisendaste on deg,(v) = >  (e).
eck
&(e)=(u,v)

4—
Y-valjundaste on deg,(v) = >, ¢(e).
eck
E(e)=(v)
Vérk on paar (G, ), kus G on mingi suunatud graaf ja ¢

mingi labilaskevoime sellel.






Lause. Graafi G = (V, E) koigi tippude 1-sisendastmete

summa on vordne G koigi tippude 1-valjundastmete sum-

maga.
Toestus.
Sdegy () =S ST we) =S w(e) =
veV veV ecH echH
E(e)=(u,v)
>oDD wle) = degy(v) .
veV eckE veV

&(e)=(v,u)



Olgu (G, ) vork. Loeme, et G-1 on tapselt iiks lahe s ja
tapselt uks suue %.

Voog vorgul (G, 1) on mingi funktsioon ¢ : E — R, nii et

o p(e) <Y(e)iga e € E jaoks.

H %
e deg,(v) =deg,(v) iga v € V\{s,t} jaoks.
— —

Eelmisest lausest jareldub deg,(s) = deg,(t). Seda suurust
nimetame voo ¢ vadrtuseks ja tahistame |¢p].
Voog on maksimaalne, kui tema vaartus on maksimaalne
volmalik.
Tanases loengus loeme, et graafis G = (V, E) pole silmu-

seld ja kordseid suunatud servi. Siis vOoime lugeda E C
V xV.






Lemma. Olgu (G,v) vork, kus G = (V, E). Olgu V =
V.UV, niiet s € V,jatc V;. Olgu

Vo, Vi)=Y ple)— > e .
ecEN(Vs xVz) ecEN(VixVs)
Siis on $(V;, V;) vordne ¢ vaartusega.
Toestus. Induktsioon iile | V.

Baas. |V;| = 1. Siis V; = {s}. Hulk V; x V; sisaldab paras-
jagu koik s-st valjuvad servad ja hulk V; x V; on tihi.

Samm. Kehtigu lause vaide mingite hulkade V; ja V; jaoks.
Olgu z € V;\{t}, V] =V, U{z} ja V' = V;\{z}. Piisab, kui
naitame, et ®(V;, V;) = &(V], V).



(V., Vi) BV, V)
VxV|V,|lz | V| VxV|V,| z |V
Vs +p |+ Vs +¢
| — T +@
Vi || —o Vill—e|—¢
&V, i) — &(V{,V}) =
VxV| V.| z |V
v, +¢
T | — —p
4 +¢




Vorgu (G, v), kus G = (V, E), l6ige on mingi servade hulk
L C E, ni1 et iga suunatud tee G lahtest suudmesse kasutab
monda serva hulgast L.

Alternatiivselt: L C E on 10ige, kui graafis (V, E\L) ei
leidu ihtki suunatud teed tipust s tippu t.

Loike L labilaskevoime on summa ) 9Y(e). Tahistame
ecL
P(L).

Loige on minimaalne, kul tema labilaskevoime on mini-

maalne voimalik.



Teoreem (Ford ja Fulkerson). Vorgu maksimaalsete voo-
gude vaartus on vordne selle vorgu minimaalsete 10igete

labilaskevoimega.

Toestus. Olgu (G, 9) vork, olgu G = (V, E). Olgu s tema
lahe ja t tema suue. Naitame, et

I. Uhegi voo vairtus pole suurem kui iihegi 16ike l4bilas-

kevoime.

II. Maksimaalse voo jaoks leidub 1oige, mille labilaskevoi-

me on vordne selle voo vaartusega.



I osa. Olgu ¢ mingi voog ja L mingi loige.

Olgu V, C V koigi selliste tippude hulk, kuhu leidub tipust
s suunatud tee, kasutamata servi hulgast L. Olgu V; =
V\V;. Kuna EN (Vs x V;) C L, siis

Y(L)> > Y@= > ele) =BV, Vi) =l .

e€BN(VsxV4) e€ BN (Vs xV4)



II osa. Olgu ¢ mingl maksimaalne voog.

Olgu Vs C V koigi selliste tippude v hulk, et:

e1 es em

Leidub suunamata tee s = vg — v; — — Uy, = U, Nii et

o Kuie; = (v, 1,v;), siis p(e;) < ¥(e;).
e Kuie; = (v;,v;_1), siis p(e;) > 0.
Utleme, et tippude v;_; ja v; vahel on voog kiillastamata.

Sellist teed nimetame suurendavaks.

Olgu V; = V'\V;. Naitame, et t € V;. Toepoolest, kui t € V,
sils pole ¢ maksimaalne:



€1 €2 e . .
Olgu s = vy — v — -+ — v,, = t mingi suurendav tee.

Defineerime positiivsed reaalarvud 9; jargmiselt:

5. — Y(e) — p(e;), kuie; = (vio1,v)

o(e;), kui e; = (v;,v;_1) -

Olgu € = min ¢;. Olgu ¢’ jargmine voog:

()0(6): kui e g{el;---:em}
@l(e) — <,0(6) +¢e, kule=e¢g;, = (’Uz'—l,’Uz')

ple) —e, kuie=¢e; = (vi,vi1) .

Siis ¢’ on voog ja |¢'| = |p| + €.



Hulkade V; ja V; konstruktsioon annab:
e Kuiee En (Vs x ), siis p(e) = Y(e).
e Kuiec EN(V, x V), siis p(e) = 0.
Olgu L = EN (Vs x V4). Siis L on 16ige ja ¥(L) = |p|. O



Algoritm max. voo leidmiseks (Ford-Fulkerson). Ol-
gu (G,v) vork, kus G = (V, E).

Olgu ¢ mingi voog vorgul (G, ¥), naiteks Ve : p(e) = 0.
Korda:

1. Lela mingl suurendav tee s = v = U1 2. UV, =
t. Kui sellist teed e1 leidu, siis l1opeta ja valjasta .
2. Konstrueeri ¢’ nagu kujutatud 2 slaidi tagasi.

3. Omista ¢ := ¢'.

Mingi suurendav tee leitakse graafi mingil viisil labides.



Teoreem. Ford-Fulkersoni algoritm leiab maksimaalse voo.

ToOestus. [lmne on, et see algoritm leiab mingi voo. Meil
tuleb ainult naidata, et ta ei lopeta oma tood enne maksi-

maalse vooni joudmist.

Naitame, et kui ¢ pole maksimaalne voog, siis leidub tema
suhtes suurendav tee s ~» t.

Olgu V; koigi tippude hulk, kuhu leidub s-st suurendav tee
ja olgu V; = V'\V;. Oletame vastuvaiteliselt, et t € V.

Sarnaselt eelmise teoreemi toestusega on L = EN (Vs x V;)
16ige ja ¥(L) = |p|. Seega on ¢ maksimaalne. [
















































neisse tippudesse leidub suurendav tee

minimaalne 18ige: ringiga — ringita



Suurendava tee leidmine:
Olgu V; = {s}, W = {s}.
Korda, seni kuni W # 0 ja t & V.
1. Vali mingil viisil v € W. Eemalda ta hulgast W.

2. Iga e € E jaoks, mille iiks otspunkt on v: kui v ja serva
e teise otspunkti w vahel on voog killastamata ning

kui w & V5, siis
(a) lisa w hulkadesse V; ja W.
(b) Jata meelde, et w-le ,eelnev tipp" on v.
Kui t € V;, siis el leidu suurendavat teed. Kui t € Vj, siis

konstrueeri suurendav tee, liikudes t-st mooda ,eelnevaid
tippe* tippu s.



Lause. Kui vorgu koigi servade labilaskevoimed on taisar-
vulised, siis taidetakse max. voo leidmise algoritmis tsiklit

ilimalt |@| korda, kus ¢ on mingi maksimaalne voog.

ToOestus. Igal iteratsioonil suureneb juba leitud voo vaar-
tus. Kuna murdarvud el saa mitte kuskilt sisse tulla, siis

suureneb ta iga kord vahemalt 1 vorra. []



Loeme nuud, et suurendav tee lahtest suudmesse leitakse
graafi laiuti labides (Edmonds-Karpi taiendus).

€1 €2 €m

Siis on leitud suurendaval teel s =vg— v — -+ — v, =

t jargmine omadus:
é1 (3] é;

Iga 1 jackson s = vg — vy — - -~

v; luhima pikkusega
suurendav tee lahtest tippu v;.

Kui (G, %), kus G = (V, E) on mingi vork ja ¢ mingi voog
sellel, siis tahistagu d,(v), kus v € V, lithima suurendava
tee pikkust lahtest tippu v.



Lemma. Olgu g, ©1, @s,... voogude jada, mis tekivad
max. voo leidmise algoritmi jarjestikustel iteratsioonidel.
Siis on suvalise v € V' jaoks jada d,,(v) mittekahanev.

Toestus. Vaatame mingeid vooge ©,, ja ¢, selles voogude
jadas, olgu B = {v | 0p,,,(v) < d,,(v)}. Oletame vastu-
vaiteliselt, et B pole tuhi. Olgu v € B selline, mille jaoks

0y, (v) on minimaalne.

Olgu P’ lithim suurendav tee lahtest tippu v voo ¢, jargi.

Olgu u selle tee eelviimane tipp. Kuna é,,,,,(©) < 6,.,.,(v),
siis u ¢ B.

Vaatame voogu ¢,, tippude u ja v vahel.



Kui ¢,, on tippude u ja v vahel kullastamata, siis

5‘Pn (U) S 5‘Pn (u) —|_ 1 S 6‘Pn+1 ('U,) —I_ 1 — 5‘Pn+1 ('U)
ja seega v ¢ B, vastuolu.

Kui ¢, on tippude u ja v vahel kiullastatud, siis olgu P,
suurendav tee lahtest suudmesse, nii et ¢, ; on konstruee-
ritud ¢,,-st, lisades talle taiendava voo labi tee FP,.

Kuna lisamisel muutub voog u ja v vahel kiillastamatuks,
siis leidub tees P, serv --+ — v — u — --.. Vastavalt P,
omadustele §,, (v) = d,,(u) — 1. Saame

5‘Pn ('U) — 5‘Pn (u)_l S 5‘Pn+1 ('U,)—]. — 5‘Pn+1 (’U)—Z < 5‘Pn—|—1 ('U)

ja seega v ¢ B, vastuolu. []



Teoreem. Max. voo leidmise algoritm teeb ulimalt
(|V| —2) - | E| iteratsiooni.

TOestus. Vaatame algoritmi mingit iteratsiooni (olgu ta
jarjekorranumber n). Sel iteratsioonil konstrueeritakse suu-
rendav tee P, : s = g i (N 2. v, = t. Utleme, et
tipupaar (v;_1,v;) on krutiline, kui talle vastav suurus d;
(mis naitab, kui palju tuleb voogu tippude v;_; ja v; vahel

suurendada, et ta kiillastuks) on minimaalne (s.t. ; = €).

Igal iteratsioonil on vahemalt tiks kriitiline tipupaar. Jarg-
misel iteratsioonil on see tipupaar kiillastatud.

Loeme, mitmel iteratsioonil korda saab mingi tipupaar (u, v)
kriitiline olla. Kui ta on kriitiline n-ndal iteratsioonil, siis

60 (V) = 8, () + 1.



Et (u,v) saaks kunagi hiljem jalle kriitiline olla, peab mil-

lalgi olema iteratsioon nr. n’ > n, millel leitav suurendav

tee P, sisaldab serva --- — v U ..., OlIS
Oy, (u) =0y ,(v) +12>6,,(v)+1=10,,(u)+ 2,

seega iga kord, kui (u, v) saab kriitiliseks, on d,(u) eelmise
korraga vorreldes vahemalt kahe vorra suurem.

Suurus d,(u) el saa olla suurem kui |V| — 2 (kui (u,v) on
kriitiline). Seega on (u,wv) kriitiline ilimalt IV\T—2 korral.

Meid huvitavaid paare (u,v) on ilimalt 2 - |E| tikki. [



Olgu (G, ) mingi vork. Peale selle olgu G igal serval e
antud veel hind c(e) € R. Hind vo6ib olla ka negatiivne.

Olgu ¢ mingi voog vorgul (G, ). Voo ¢ hind on

o(p) = 3 cle)le)

ecE(G)

Otsime minimaalse hinnaga maksimaalset voogu.



Olgu (G, ¥) mingi vork (suvalise arvu lahete ja suuetega),
kus G = (V,E). f: E — R* on vorgu (G, v¥) ringlus
(ingl. k. circulation), kui

o f(e) <Y(e)iga e € E jaoks.

% %

e deg;(v) = deg;(v) iga v € V jaoks.
Andku ¢ : E — R™ servade hinnad. Me otsime minimaal-
se hinnaga ringlust vorgus (G, ¥).

Minimaalse hinnaga maksimaalse voo leildmine on taanda-

tav minimaalse hinnaga ringluse leidmisele.



labilaskevoime hind




labilaskevoime hind




Olgu (G,%) mingi vork ja f mingi ringlus sellel. Olgu
G = (V, E). Ringluse f jddkvork (mis koosneb jddkgraa-
fist Gy = (V, Ey) ja jadklabilaskevoimest ) (ingl. k.
restdual . ..) on siis defineeritud jargmiselt:

e Igae=(u,v) € E jaoks:
— Kui f(e) < ¥(e), siis et € Ey. Seejuures E(et) =
(u,v) ja Ps(e™) = P(e) — f(e).
— Kui f(e) > 0, siis e” € Ey. Seejuures E(e™) = (v, u)
jays(e) = f(e).






Olgu f ringlus vorgul (G,v), G = (V, E) ja f' ringlus jaak-
vorgul (G¢,9y). Olgu (f+ f') : E — R defineeritud jarg-

miselt:

Vec E: (f+f)(e)=fle)+ f'(e")— fi(e)

kus loeme, et kui ménda serva et voi e~ pole olemas, siis

f'-1 rakendamine talle annab tulemuseks O-i.

Teoreem. f + f', nagu defineeritud iilalpool, on ringlus
vorgul (G, ) (suvaliste f ja f' jaoks).



TOestus. Naitame koigepealt, et 0 < (f+ f')(e) < Y(e) iga
e € E jaoks.

0= f(e) —s(e7) < f(e) — f(e7) <
fle)+ f(e) - f(e7) <
Fle)+ f(e*) < f(e) + ¥r(e’) = ple),

siin puuduvad suurused loeme jallegi vordseks nulliga.



Naitame, et iga v € V jaoks degfﬂc;(v) = elegfﬂu(v).

deg,p(v)= > (f+f)e)=
()= ()

> (fle)+ fi(e") = fle)) =
S(eiga,v)

deg;(v)+ > (fi(e") - fi(e))
8(e§§(Eu,'v)



Meil on

ST OfEe+ S flen) = degy (v) =

eck ecE

E(e)=(u,v) E(e)=(v,w)
degp(v) = > fle)+ > fle).
ecE ecH
E(e)=(v,w) E(e)=(u,v)
Seega
>, (e -fE)= ) (FE)-fle) .
eckE ecHE

8(6)2(’11,,'0) 8(6):(U’w)



degfﬂ:(v) = chf)(’U) + Z (f'(e") = f(e) =

(=)
deg,(v) + > (Fle")—fi(e)) =
£(eS=(ww)
Yo (fle)+ fen) — fi(e)) =
£(ey=(ww)

ST (F+ f)(e) = degy, 5 (v)

ecH
E(e)=(v,w)



Olgu f ja g ringlused vorgul (G,v), G = (V, E). Olgu
(g — f) : Ef — R defineeritud jargmiselt: Iga e € E
jaoks:
o kui g(e) > f(e), siis (g — f)(e*) = g(e) — f(e) ja (g -
f)le”) = 0;
e kui g(e) < f(e), siis (g— f)(et)=0ja(g— f)le”) =
fe) — g(e).
Teoreem. g — f, nagu defineeritud ilalpool, on ringlus
vorgul (Gy, ¥s).
Teoreem. f+ (g — f) = g.

TOestused sarnased eelmise teoreemi toestusega.



Olgu (G,v), kus G = (V, E), vork, f ringlus sellel ja c :
E — R servade hinnad. Defineerime (Gy,1y) servade
hinnad c; jargmiselt:

es(eh) = cle)
cs(e”) = —c(e)
1ga e € E jaoks.

Teoreem. Olgu f ringlus vorgul (G,v), G = (V, E), ja f'
ringlus jaakvorgul (G, ¥s). Andku c: E — R graafi G
servade hinnad. Siis ¢(f + f') = c(f) + c¢(f').

Toestus: f + f' definitsioonist.



Lemma. Kui vorgus (G,v), G = (V, E), kus c annab ser-
vade hinnad, pole negatiivse hinnaga tsiikleid, siis mini-
maalse hinnaga ringluseks sellel vorgul on nullringlus.

ToOestus. Naitame induktsiooniga iile hulga

suppf ={e € E : f(e) > 0}
volmsuse, et suvalise voo f hind on mittenegatiivne.

Baas. |supp f| = 0. Siis ¢(f) = 0.



Samm. |supp f| = n > 0. Olgu V' C V koigi nende tippu-
de hulk, kuhu suubub moni serv e, nii et f(e) > 0. Koigist
neist tippudest ka valjub moni serv e, nii et f(e) > 0.

Graafis (V’, supp f) leidub mingi suunatud tsiikkel C'. Olgu
0 = min..c f(e). Olgu g jargmine ringlus:

(f(e), kuie ¢ C

gle) = <kf(e)—5, kuiee C .

Siis |suppg| < |supp f| ja c(g9) = ¢(f) — ¢ - ¢(C). Kuna
c(C) > 0, siis ¢(f) > ¢c(g) > 0. [



Teoreem. Olgu (G, ) vork, c selle servade hinnad ja f
ringlus sellel. Siis f on minimaalse hinnaga parajasti siis,
kui vorgus (G, ¥s) servade hindadega cy ei leidu negatiivse
hinnaga tsiikleid.

Toestus. =. Kui vorgus (Gy, cs) leiduks negatiivse hinnaga
tsiikkel C, siis leiduks seal ka negatiivse hinnaga ringlus f'.
f + f' oleks vaiksema hinnaga kui f.

<. Olgu f vorgu (G, ¥) ringlus, mis ei ole minimaalse hin-
naga. Olgu f* minimaalse hinnaga ringlus vorgus (G, ).
Siis f* — f on negatiivse hinnaga ringlus vorgus (G, ¥y).

Seega leidub seal negatiivse hinnaga tsukkel. []



Algoritm minimaalse hinnaga ringluse leidmiseks vorgus
(G, ) servade hinnaga c. Olgu f mingi esialgne ringlus.

Tee tsuklis:

1. Leia negatiivse hinnaga tsiikkel C' vorgus (G, ¥¢). Kui
sellist ei ole, 10peta t00. f on minimaalse hinnaga ring-
lus.

2. Olgud = min. cc9¥s(e’). Olgu f' ringlus vérgus (Gy, ¥;),
nii et f'(e’) = § voi f'(e’) = 0, sbltuvalt sellest kas e’
asub tsuklil C vo1 e.

3. vota f:= f+ f'.

Minimaalse hinnaga maksimaalse voo leidmisel vOib esialg-
se f-1leida naiteks Ford-Fulkersoni algoritmiga.












Negatiivse hinnaga tsiikli leiddmiseks: Bellman-Fordi algo-

ritm.

Lisame graafile G taiendava tipu z, lisame temast kaared
hinnaga 0 koigisse teistesse tippudesse, lelame koigl tippu-
de kauguse z-st (kaare pikkuseks on tema hind), leiame ka
lihimad teed (s.t. iga tipu jaoks leiame talle eelneva tipu
vastaval lithimal teel).

Kui |V|-ndal iteratsioonil midagi muutub, siis tipud, mille

juures muutub, asuvad negatiivse pikkusega tsuklil. Viidad
eelnevatele tippudele annavadki selle tsukli.



