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1 Sissejuhatus

Kaasaegses arvutiteaduses on téhtsal kohal vorkude (networks) uurimine ning
tdhtsaimaks vahendiks selles vallas on kahtlemata graafiteooria. Graafide kee-
les voib vorkudele esitada mitmesuguseid noudmisi, néiteks

viike valents,

viike diameeter,

suur sidusus,

laiendatavus heade omaduste sédilimisega
e jne.

Loomulikult pole koéiki neid tingimusi voimalik iiheaegselt rahuldada, kuid
kompromissi saab leida ning iihe lahenduse viljapakkumisele ja analiiiisile
on piithendatud kéesoleva véitekirja autori bakalaureuset66 [3]. Mainitud t66
lihtekohaks sai tdhelepanek, et vorreldes standardse graafiteoreetlise konst-
ruktsiooni — graafide otsekorrutisega — annab graafi diameetrile parema hin-
nangu permutatsioonigraafi konstruktsioon. Kui nouda lisaks graafi transi-
tiivsust tippudel, on véimalik kindlustada minimaalse tipuvalentsi ja sidususe
vahel moistlik vahekord, andes muuhulgas véimalusi vorgu laiendamiseks sel-
le vahekorra séilimisega. Samas t66s néidati ka, et saavutatav diameetrivoit
voib olla kuitahes hea, kuid praktilisi néiteid esitati vaid iiksikuid.

Kéesolev viitekiri ongi suunatud {ihe tuntud graafidepere (kuupgraafi-
de) uurimisele permutatsioonigraafi konstruktsiooni valguses. T66 2. ja 3.
peatiikis késitletakse peale teemaga otseselt seotud moistete veel kaht kaht
abimoistet — kauguste loendajat ning permutatsioonkorrutist. Olles iilejaéanule
kéesolevas kiill vaid toeks, omavad nad samas ka iseseisvat teoreetilist tiht-
sust. T66 jirgnevad peatiikid sisaldavad juba puhtalt kuupgraafide (ning
nende ildistuste) siistemaatilist analiiiisi, viies viimases peatiikis vilja graa-
fide Qn]‘f’ ,, definitsioonini ja eelnevas esitatu kokkuvotmiseni selle abil.

T66 on sisuliselt ning suures osas ka vormiliselt valminud autori visiidi
ajal Turu Ulikooli 1997. aasta siigisel.



2 Pohimoisted ja definitsioonid

2.1  Ulddefinitsioonid

Kéesoleva t66 parema moistetavuse huvides toome alul dra moned standard-
sed moisted.

Definitsioon 2.1 Lihtgraafiks nimetame paari (V, E), kus V' on loplik mit-
tetihi hulk (lihtgraafi tipuhulk, mille elemente nimetame lihtgraafi tippu-
deks) ning E C {P|P C V, |P| = 2} (lihtgraafi servahulk, selle hulga ele-
mente nimetame lihtgraafi servadeks).

Kuna edaspidises tegeleme ainult lihtgraafidega, nimetame neid lithidalt graa-
fideks. Graafi G tipuhulka tdhistame ka V' (G), servahulka E(G) ja graafi serva
{v1,v9} ka (v1,v2). Antud téhistuse korral siis (vy, v9) = (ve, v1).

Definitsioon 2.2 Bijektsiooni ¢ : V(G) — V(G) nimetame graafi G auto-
morfismiks, kus

Vr,y € V(G) (z,y) € E(G) & (¢(), ¢(y)) € E(G).

Graafi koigi automorfismide hulk Aut(G) on rithm kujutuste kompositsiooni
suhtes (vt [4], lk 190), seda riithma hakkame nimetama graafi automorfis-
mirihmaks.

Definitsioon 2.3 Graafi G tippude z,y € V(G) vaheliseks ahelaks nimeta-
me graafi tippude jirjendit (vo = x, ..., v, = vy), kus (v;,v;41) € E(GQ), i =
0,...,n—1. Arvu n nimetame ahela pikkuseks.

Definitsioon 2.4 Graafi tippude x,y € V(G) vaheliseks kauguseks nime-
tame lihima ahela pikkust tipust x tippu y, seda pikkust tihistame d(z,y)
(seega nditeks d(x,z) = 0). Graafi G diameetriks nimetame suurust

d(G) = d(z,y).
(@) = max  d(z,y)

Definitsioon 2.5 Graafide G ja G5 otsekorrutiseks G x G5 nimetatame
graafi tipuhulgaga

V(Gl X GQ) = V(Gl) X V(Gg)



ja servahulgaga E(Gy x Gg), kus
((v1,v), (v7,03)) € B(Gy % G») &
& [v = vik(vy, v3) € B(G2)]V [vy = v3&(vy, v7) € E(G))].

Edaspidises saab olulist rolli méngima graafi otseastme moiste.

Definitsioon 2.6 Olgu G graaf. Graafi G otseastmed G, G2, ... mddratakse
vordustega

G' = G,
G = Gx (G, i>1.

Definitsioon 2.7 Tipu v € V(@) valentsiks nimetame suurust
o(v) = {w € V(G)|(v,w) € E(G)}].

Kui graafi G koigi tippude valentsid on vordsed, nimetame graafi regulaarseks
ja seda valentsi tihistame o(Q).

Definitsioon 2.8 Olgu G graaf ja H rihma Aut(G) alamrihm. Kui
Vo,y € V(G) Jp € Hy = p(),

siis nimetame graafi G tippudel transitiivseks (TT—graafiks) rithma H suhtes
ja rihma H nimetame rihma Aut(G) transitiivseks alamrihmaks.

Edaspidises esineb sageli olukord, kus H = Aut((G), siis nimetame graafi G
lihtsalt tippudel transitiivseks.

2.2 Kauguste loendaja

Osutub, et TT-graafide mitmeid huvitavaid omadusi saab iseloomustada
jargmise moiste abil.

Definitsioon 2.9 Olgu G graaf ja u € V(G). Graafi G kauguste loendajaks
tipu u suhtes nimetame polinoomi

de,(G) = S 240,

veEV(QG)



Osutub, et TT-graafi korral ei soltu kauguste loendaja tipu u valikust.

Lemma 2.1 Olgu G TT-graaf ja uy,us € V(G). Siis
dey, (G) = dey, (G).

Toestus. Vastavalt TT-graafi definitsioonile leidub selline permutatsioon
¢ € Aut(QG), et uy = ¢(uq). Siis saame kirjutada

dey, (G) = deguy(G) = Y 2400 = 5~ Ld@)e) = |
veV(G) d(v)eV(G)

sest ¢ bijektiivsuse tottu votab avaldis ¢(v) koikvoimalikud védrtused hulgas
V(G);

L=y M) = e, (G).

vEV(Q)

Q.E.D.
Jareldus 2.2 T'7T-graafid on regulaarsed.

Toestus. Olgu G TT-graaf ja v; ning v, selle kaks tippu. Vastavalt graafi
tipu suhtes voetud kauguste loendaja definitsioonile on selle poliinoomi li-
neaarliikme kordaja vordne antud tipu valentsiga. Et aga TT-graafi korral
de,, (G) = de,,(G), on nende poliinoomide lineaarliikmed vordsed, jarelikult
ka o(v1) = o(vs). Et tipud vy ja vy olid suvalised, olemegi toestanud TT-graafi
G regulaarsuse.

Q.E.D.

Tanu lemmale 2.1 voib TT-graafide jaoks anda jirgmise definitsiooni:

Definitsioon 2.10 Olgu G TT-graaf ja u € V(G) suvaline tipp. Graafi G
kauguste loendajaks nimetame polinoom:

de(G)= Y ZAw),

veEV(Q)



Naiiteks, Peterseni graafi Pet (vt joonis 2) kauguste loendaja on
de(Pet) = 1+ 3z + 62,
tsiikli C,, kauguste loendaja aga

de(C) = 142242224+ ...+ 2251 n=1(mod2)
YT 14224222 4.+ 20, n = 0(mod 2)

Edasistes konstruktsioonides ldheb vaja jairgmist lemmat.

Lemma 2.3 Kui G ja Gy on TT-graafid, siis on ka G1 x Gy TT-graaf ning
de(Gy x Gy) = de(G1)de(G3). Kui G on TT- graaf ja de(G) = ag + a1z +
oot ag2?, siisag =1, a1 = o(G), d = d(G).

Toestus. Esimene neist viidetest on standardne. Votame graafist Gi x Go
kaks tippu (uj,us) ja (u?,u3) ning niitame selle graafi automorfismi, mis
esimese neist tippudest teiseks kujutab. Kuna G ja Gy on TT-graafid, siis
leiduvad nende automorfismid ¢; ja ¢», mis kujutavad ¢; : u} — u? ja

By 1 u — ud. Arvestades graafide otsekorrutise definitsiooni on kujutus

D1 X g 1 (v1,v2) = (P1(v1), P2(v2))

ilmselt graafi G; x G5 automorfism ning realiseerib vajaliku kujutuse valitud
tippude vahel.

Teise viite kehtivuses veendumiseks on graafide GGy ja G5 otsekorrutist hea
ette kujutada jirgmiselt. Votame graafist Gy n = |V (G2)| koopiat G}, ..., G}
(graafi G5 iga tipu jaoks iihe) ning iihendame koopiate vahel vastavad tipud,
kui koopiatele vastavad tipud graafis G5 on iihendatud. Siis saab konelda ka
koopiate G ja G} vahelisest kaugusest — see on koopiatele vastavate tippude
vaheline kaugus graafis G ja seda kaugust tihistame d(G%, G7). Olgu

de(G)) = ap+ay+...+aq2",
de(Gy) = bo+by+ ...+ bg2®.
Fikseerime graafis G; x G5 suvalise tipu u, graafi G; koopia, milles ta asub,

olgu G1. Graafi G koopiaid kaugusel 0 koopiast G} on definitsiooni jirgi by
tiikki (ja nagu ndeme, by = 1). Panus, mille annavad graafi G| x G5 kauguste



loendajasse tipud graafi Gy koopia(te)st, mis asu(vad)b koopiast G| kaugusel
0, on seega

bo Z Zd(u,v) .

veV(Gil)
i 1y
d(Gi,6h=0

Analoogiliselt vaatame ldbi ka koik teised koopiad (Lemma viimase véite
kohaselt on kaugeim neist koopiast G{ kaugusel dy) ja saame k = 0,...,ds
jaoks iildiselt leida koopiast GG} kaugusel k asuvate koopiate poolt graafi
(G1 x G5 kauguste loendajasse antavaks panuseks

bk: Z Zd(u,v) — bk: Z Zd(u,v)Jrk —

veV(Gi) veV(G)
a(Gl,ah=k

bz 30 2 = b oFde(G).
vEV(GY)

Jadb vaid leida
d2
> b2 de(Gy) = de(G1)de(Ga).
k=0

Lemma viimased vaited on ilmsed.

Q.E.D.



3 Permutatsioonigraafid

3.1 Permutatsioonigraafi moiste

Lihtsaim véimalus esitada TT-graafi G suurema TT-graafi alamgraafina on
moodustada graaf G x K,. Selgub aga, et vorkude jaoks on voimalik an-

D> D

Joonis 1: Graaf K5 x K,

da tunduvalt paremaid konstruktsioone. Vaatame niidet, kus G = C5 olgu
viietipuline tsiikkel. Vordleme nimetatud konstruktsiooni Peterseni graafiga
Pet. Molema graafi kokkupanemiseks graafi C'5 kahest koopiast on samapalju

W W

Joonis 2: Graafid C5 x K, ja Pet

“vaeva niahtud”, kuid esimese graafi diameeter on 3, teise oma aga 2!
Edasiseks késitluseks on tarvilik jirgmine definitsioon.

Definitsioon 3.1 Olgu graaf G tipuhulgaga V(G) = {vy,...,v,} ja a € S,.
Permutatsioonigraafiks P,(G) nimetame graafi tipuhulgaga

V(Pa(@)) = g{via U}

ja servahulgaga
2



Lihtne on niha, et graafis P,(G) on (vdhemalt) kaks graafiga G iso-
morfset alamgraafi — need, mille toodud definitsioon annab i fikseerimisel
tiheks kahest véértusest. Neid alamgraafe (nagu ka analoogilisi alamgraafe
jargnevates permutatsioonigraafide konstruktsioonides) hakkame nimetama
permutatsioonigraafi alusteks. Need alused on kiill isomorfsed nii omava-
hel kui graafiga G mirgendamata graafide mottes, kuid vaadeldes tipuhulga
{v1,...,v,} elementide alumisi indekseid tippude mérgenditena, on graafiga
G iildjuhul isomorfne vaid see alus, mis vastab iilemise indeksi viartusele
¢ = 1. Juhul 7 = 2 saame mérgendatud mottes iildiselt erineva graafi, mida
hakkame tdhistama a(G). Graafi «(G) definitsioon on jirgmine.

Definitsioon 3.2 Olgu graaf G tipuhulgaga V(G) = {v1,...,v,} ja a € S,.
Graafiks a(G) nimetame graafi tipuhulgaga

V(e(@)) = V(G)
ja servahulgaga

E((G)) = { (v )| (00119, v0m100) € E(G)}.

Edasi voime induktiivselt defineerida o?(G) = a(a(G)) jne.
Kaks iilaltoodud graafi on permutatsioonigraafid P.(Cs) ja P,(C5), kus

(12345 (12345
““\l1 2345/ (135 24)"

Permutatsioonigraafide moiste on sisse toodud ning nende moningaid
omadusi (peamiselt tasandilisust) uuritud Chartrand’i ja Harary t66s [1].

3.2 Permutatsioonigraafide konstruktsioonist ja auto-
morfismidest

Jargnevalt uurime, milliseid omadusi tuleks nouda TT-graafilt GG, tema au-
tomorfismirithma transitiivselt alamriihmalt H ning permutatsioonilt «, et
tekkiv graaf P,(G) oleks samuti TT—graaf.

Tulles tagasi eelmises jaotuses kisitletud Peterseni graafi niite juurde
mirkame koigepealt, et ldhtegraafi G = C5 automorfismiriihma iiks transi-
tiilvne alamriihm on tekitatud permutatsiooni (12345) poolt (siin ja edaspidi
analoogilistes situatsioonides vaatleme n—tipulise graafi automorfismiriihma
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kui siimmeetrilise rithma S,, alamriihma). [Antud juhul on kiill lihtne niha,
et nonda saame graafi C5 kiimnest automorfismist kétte ainult pooled, kuid
iihest kiiljest pole graafi tippudel transitiivsuse nditamiseks rohkem vaja ja
teisest kiiljest ei teagi me suuremate graafide korral sageli kogu automorfis-
miriihma.]

Jéargmiseks paneme téhele, et sama rithm H =< (12345) > toimib transi-
tiivselt ka graafi a(G) tippudel (kus o on Peterseni graafi iilaltoodud konst-
ruktsioonis kasutatud permutatsioon). Veel enamgi, voime véita, et kuju-
tused

Twzv,iHv(ip(k) (i=1,2,0€ H)

on graafi P,(G) automorfismid. Toepoolest, et vastavalt kujutuste 7,, definit-
sioonile téotavad nad aluste sees nagu rithma H elemendid ning et viimased
on automorfismideks nii graafile G kui graafile a(G), on tarvis uurida ainult
seda, mis juhtub aluseid iihendavate servadega, st servadega kujul (v}, v}).
Nende jaoks aga kehtib

(v, Vi) € E(Pa(G)) & (Uglo(k)avfo(k)) € E(P.(G)),

seega on 7, niol tegu graafi P,(G) automorfismidega.

Automorfismid 7, lubavad kujutada tippe iiksteiseks aluste sees, seega
vajame veel kujutust, mis lubaks vahetada tippe aluste vahel. Selliseks kuju-
tuseks on

0 v Uy, 1= 1,2,

kus iilemiste indeksite liitmine toimub modulo 2. Téestamaks, et kujutus o
on toesti graafi P,(G) automorfism, kasutame tema servahulga loomulikku
tiikeldust kolmeks alamhulgaks.

1. Serva (v}, v?) € E(P,(G)) korral
(vp,v1) € E(Pa(G)) &

(Uk,l)l) & E(G) =
(Vak)s Vagy) € E(Pa(G)).

(07
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2. Et o? € Aut(G), saame serva (vi,v?) € E(Py(G)) jaoks

W207) € B(Pa(G)) &
v, v) € E(a(@Q)) &
Va=1(k), Ua—l()) € E(G)
-10) € E(G) &
E(G) &
E(Po(G)).

(v, i) € E(Fa(G)) &
(Uclv(k)a Ui(k)) = E(Pa(G)) <
(Uzv(k)a Ucly(k)) = E(Pa(G))

Toodud arutluses on olulised kaks momenti. Esiteks kasutatakse asjaolu,
et rithma H elemendid on automorfismideks nii graafile G kui ka graafile a(G)
ning teiseks seda, et a? € Aut(G). Kokkuvottes oleme tdestanud jargmise
tulemuse.

Lause 3.1 Olgu antud n-tipuline TT-graaf G, tema automorfismirihma tran-
sitiiune alamrihm H ning substitutsioon o € S, selline, et rihma H ele-
mendid on automorfismideks ka graafile a(G) ja o® € Aut(G). Siis on graaf
P.(G) samuti TT—graaf.

Mérgime, et Lause 3.1 toestus annab meile rohkem informatsiooni, kui
on vajalik tema toestamiseks. Nimelt saame moodustajate kaudu ka graa-
fi P,(G) automorfismiriihma mingi transitiivse alamriihma kirjelduse. Kuna
juba riihm H ei pruukinud olla vordne kogu riihmaga Aut(G), ei pea seda
olema ka saadud riihm graafi P,(G) jaoks. Niiteks sobib vaadeldud Peterse-
ni graafi konstruktsioon. Lause toestusest saame selle graafi 20elemendilise
automorfismide rithma, tegelikult on Peterseni graafi tdielikus automorfis-
miriihmas aga 120 elementi (vt [2]).

Tuleme tagasi kiesoleva peatiiki alguse juurde, kus permutatsioonigraafi-
de kasutuselevottu motiveeriti voimalusega saada viiksema diameetriga graaf
kui tavalise otsekorrutise korral. Arvestades aga, et juhul o € Aut(G) kehtib
ilmselt P,(G) ~ G x K, siis sel juhul me diameetrivoitu kindlasti ei saa.
Téapsemalt, kehtib jargmine lause.
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Lause 3.2 Olgu o € S, suvaline permutatsioon. Siis d(P,(G)) < d(G) + 1.
Muuhulgas, kui o € Aut(G), siis d(Py(G)) = d(G) + 1

Toestus. Votame kaks tippu graafist P,(G) ja veendume, et nendevaheline
kaugus pole suurem kui d(G) + 1. Kuna graafi P,(G) molemad alused on
isomorfsed graafiga G, siis

Yoi, v) € V(Pa(@)) d(vy, vp) < d(G), i

Kui meil on aga tipud v}, v} € V(P,(G)), siis saame d(vi,v?) < d(G) + 1,
sest (vi,v3) € E(P.(Q)), d(vi,v?) < d(G) ja tippudevaheline kaugus graafis
rahuldab kolmnurgavorratust.

Kui a € Aut(G), ndgime, et P,(G) ~ G x K,, kus K, on téielik ka-
hetipuline graaf kauguste loendajaga de(K3) = 1 + z, mistottu Lemma 2.1
pohjal

d(Po(G)) = deg(de(Pa(G))) = deg(de(G x Ks)) =
deg(de(G)de(K, ))Zdeg(de(G)( +2)) =
= deg(de(G)) +1=d(G) +

Q.E.D.

Seega on diameetrivoidu saavutamiseks tarvilik tingimus, et antud TT-
graafil G leiduksid selline automorfismiriihma transitiivne alamriihm H ja ti-
puhulga permutatsioon «, et o € Aut(G), kuid H elemendid oleksid siiski ka
graafi (@) automorfismideks. (Hetkel on tingimuseks kiill ka o® € Aut(G),
kuid jargmises punktis ndeme, et sellest eeldusest saab loobuda.) Autori jaoks
oli pikka aega lahtine kiisimus selle tingimuse piisavusest. Osutub, et sellise

Joonis 3: Graafid Pet ja a(Pet)
rithma H olemasolust siiski ei piisa diameetrivoidu saamiseks. Kontraniiteks
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sobib iilalvaadeldud Peterseni graaf, kus rithmaks H on sama konstrueeritud
20elemendiline rithm. Vajalik permutatsioon « toimib nii, nagu niidatud
joonisel 3. Lihtne on n#ha, et d(P,(Pet)) = 3. Et ka d(Pet x Ky) = 3, ei
saavutanud me selle niite korral diameetrivoitu. Samas on endiselt lahtine
kiisimus — kui leidub permutatsioon o ¢ Aut(G), et graafi G terve automor-
fismirithma Aut(G) koik elemendid on ka graafi a(G) automorfismideks, kas
siis kehtib d(P,(G)) < d(Ky x G)?

3.3 Permutatsioonkorrutis

Eelpool jii lahtiseks kiisimus, mida teha, kui meil on graaf G' ning selle ti-
puhulga permutatsioon « sellised, et graafidel G' ja «(G) on iihine automor-
fismiriihma transitiivne alamriihm, kuid o? € Aut(G). Sel juhul voib permu-
tatsioonigraafi muidugi konstrueerida, kuid see ei pea tulema TT—graaf.

Teisalt on selge, et mingi positiivse m korral peab kindlasti o™ € Aut(G),
sest o kui 16pliku rithma S,, elemendi mingi aste peab olema iihik. Olgu
siis m selline positiivne (mitte tingimata vihim voimalik) tdisarv, et o™ €
Aut(G). Kui permutatsioonigraafi konstrueerimisel votsime alusteks graafid
G ja a(Q), siis niiiid on samas rollis graafid G, a(G), ...,a™ 1(G). Votame
kasutusele jargmise iildise moiste.

Definitsioon 3.3 Olgu G ja Gy graafid, V(G1) = {v1,..., 0.}, V(Gs) =
{ug,...,un}, a € S,. Graafide G ja Gy permutatsioonkorrutiseks permu-
tatsiooni « abil nimetame graafi GiaG4 tipuhulgaga

V(GlaGQ) = V(Gl) X V(GQ)
ja servahulgaga

E(GlaGg) =

= {((vi, wr), (v, we)) |k = 1,...,m, (v;,v;) € E(a*~(G1))}U

U{((Ui; Uk), (Ui, Ul))|2 =1,...,n, (uk, Ul) € E(GQ)}

See definitsioon iildistab nii graafide otsekorrutise kui permutatsiooni-

graafi moisteid — esimene vastab juhule, kus « on iihikpermutatsioon ja teine
juhule, kus G5 = K.

Graafide permutatsioonkorrutist on mugav ette kujutada joonisel 4 too-
dud skeemi abil.
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am—l(Gl)

l | a(G) = o' (Gy)
l | G = CYO(Gl)

Gy Go G,

Joonis 4: Permutatsioonkorrutis

Selle skeemi aluseid o*(G;) hakkame kutsuma horisontaalseteks alusteks,
graafist G5 saadud aluseid aga vertikaalseteks alusteks.

Loomulikult tuleb kiisida, millistel tingimustel on kahe graafi permutat-
sioonkorrutis TT—graaf. Sobivad piisavad tingimused annab jirgmine lause.

Lemma 3.3 Olgu antud n-tipuline TT-graaf G, tema automorfismirihma
transititune alamrihm H ning o € S, sellised, et rihma H elemendid on
automorfismideks ka graafile «(Gy) ja o™ € Aut(Gy). Olgu graaf Gy tipuhul-
gaga V(Gy) = {uq,...,un} selline, et rihma S, element (12...m) on tema
automorfism. Siis on permutatsioonkorrutis GiaGy TT-graaf.

Toestus. Induktsiooniga t jargi voib veenduda, et ¢ € H < Aut(Gy) ja
¢ € Aut(a(Gh)) korral ka ¢ € Aut(a'(G)) iga positiivse téisarvu ¢ korral.
Kujutused

P 1 (vi, ug) = (vp(), ur) (p € H)

lahendavad horisontaalsete aluste sees transitiivsuse probleemi, osutudes graa-
fi GiaGGy automorfismideks. Tdesti, P nédol on tegu selle graafi tipuhulga
bijektsiooniga.

Juhul ((v;, ug), (vj,ug)) € B(G1aG3), st (vi,v;) € E(a*1(Gy)) saame

D(((vi, ur), (v, ur))) = (Vo) ur)s (Vo) tr)) € E(GraGa),

sest p € Aut(a*71(G1)) ja jirelikult (vyg), vy(j)) € E(aF~H(Gh)).
Juhul ((v;, ug), (v, u)) € E(G1aGs), st (ug, ;) € E(Gs) ilmselt ka

P(((visur), (Vi wr))) = ((Vp(i)s uk)s (Vo) i) € E(Gr1aGy).
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Toestamaks graafi GiaGy transitiivsust tippudel, tuleb ndidata kujutus,
mis voimaldab tippe viia iihest horisontaalsest alusest teise. Selleks sobib
kujutus

o 1 (v, ug) = (Vag), Ues1) (Fmodm).

Jaidb veenduda, et kujutus o on graafi GiaGs automorfism. Kujutus o on
bijektsioon permutatsioonkorrutise tipuhulgal. Graafi G;aG5 servadel aga,
juhul ((v;, ug), (vj,ug)) € E(G1aGy), st (vi,v;) € E(a*"1(G,)) saame

o (((vi, ur), (vj, ur))) = (Vg Uk+1)s (Va@), Urt1))-

Kui k£ < m, siis (va3), Va(j)) € E(a(a*(G))) = E(@*-1(G})), seega
U(((Uiauk)a (Ujauk:))) € E(GlozG2).
Kui aga k = m, siis

o (((viy ur), (v, ur))) = ((Vag@), w1), (Vags), v1))-

Seega on vaja, et (Va(i),Va(j)) € E(G1). See on aga tdidetud tingimus, sest
(vi,vj) € E(a™(GY)) ja o™ € Aut(Gy).
Juhul ((v;, ug), (v, w)) € E(G1aGs), st (ug, u;) € E(Gy) saame

o (((viy uk), (vi,w))) = ((Vagiys Wk+1), (Vagiys Wir1))-

Toestuse I6puleviimiseks vajalik tingimus (ugy1,u41) € E(G3) on tdidetud
tulenevalt lemma eelduseks olevast noudest, et permutatsioon (12...m) on

graafi G5 automorfism.
Q.E.D.

Toestatud lemma annabki véimaluse permutatsioonigraafi konstrueeri-
miseks ka iildjuhul, kui leitud permutatsiooni jiark ei ole 2. Toodud konst-
ruktsioonis lidks vaja sellist m-tipulist graafi G5, mille automorfismiriihm si-
saldaks permutatsiooni (12...m) poolt tekitatud alamriihm, selliseid graafe
nimetatakse tsirkulantgraafideks, vt nt [5]. Lihtsaimateks ndideteks on m-
tipuline tsiikkel C), ja m-tipuline téielik graaf K.
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4 Graafid @),

Selles peatiikis késitleme pohjalikult kuupgraafide (), niidet ja selgitame
nende omadused seoses permutatsioonigraafide konstruktsiooniga.

Graafe @), voib defineerida mitmel erineval moel. Kasutame neist kaht
voimalust.

Definitsioon 4.1 @, = (K,)", n > 1.

Definitsioon 4.2 Graaf Q),, n > 1 on graaf tipuhulgaga
V(Qn) = (Z2)"

ja servahulgaga
EQ,) ={((a1,...,a,), (b1, ...,b,))|3ia; # b;}.

Nende definitsioonide samavéirsuses voib veenduda induktsiooniga n jargi,
samuti jareldub see isomorfism jargmises peatiikis toestatavast iildisemast
lemmast 5.1.

Graafid @, on ilmselt TT-graafid ning alul késitlemegi neid kui TT-
graafe kogu automorfismiriihma suhtes.

Vaatleme graafi (), automorfismirithma Aut(Q,,) poolt indutseeritud toi-
met hulgal {{u,v}|u,v € V(Q,), u # v}. Paneme tihele, et kui tipupaa-
rid {uy,v1} ja {us, ve} kuuluvad selle toime samasse orbiiti, siis d(uy,v;) =
d(us,v7), seega saab iga orbiidiga siduda iihe positiivse tdisarvu, mida hak-
kame nimetama orbiidi laiuseks. Rakendades graafile automorfismi, jidvad
nii orbiidid kui nende laiusedd samaks. Rakendades aga sellist permutatsioo-
ni o ¢ Aut(Q,), et graafi @, automorfismid on ka graafi a(@Q,) automor-
fismideks, séilivad kiill orbiidid, kuid mitte nende laiused (viimast on koige
lihtsam n&ha nii: kui séiliksid orbiitide laiused, siis jadksid samaks ka orbii-
did laiusega 1, st servahulk, seega oleks tegu graafi automorfismiga). Seega,
otsimaks viimatikirjeldatud permutatsioone (millede abil on lootust saada
permutatsioonigraafi konstruktsioonil diameetrivoitu), tuleb otsida orbiite,
mille laius on suurem kui 1, kuid millel on samapalju elemente kui monel
orbiidil laiusega 1.

Jargmiseks paneme tdhele, et graafi (), korral on iga laiusega orbiite
tapselt iiks. Teisisonu, kui meil on tipupaarid {uy,v1} ja {us, v} sellised,
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et d(uy,v1) = d(ug,v9), eksisteerib graafi selline automorfism, mis viib iihe
tipupaari teiseks. Selle viite tdestuse (iildistatud juhul) annab lemma 5.2.
Seega on ka koik servadega médratud tipupaarid samas orbiidis (mille kohta
titleme, et graaf on transitiivne servadel ehk ST-graaf).

Leiame, palju on elemente orbiidil laiusega k. Et

de(Qn) = de((K3)") = (de(Ky))" = (1+2)",

on iihest tipust kaugusel £ asuvaid tippe (Z) tiikki. Graafis (), on 2" tippu,
seega tipupaare, mille elementide vaheline kaugus on k, on

(:) 2 (”) gt

2 k

tiikki. Jarelikult on ainus orbiit, millel on veel samapalju elemente kui orbiidil
laiusega 1, orbiit laiusega n — 1. Seega on graafi «(Q,,) rolli matet proovida
ainult graafi )], mis on defineeritud kui graaf tipuhulgaga

V(@) = (Z2)"
ja servahulgaga

E(Q),) = {(v1,v2)|d(v,v2) = n — 1},

kus d(vy, vo) tihistab vastavate tippude vahelist kaugust graafis @,, ehk vas-
tavate kahendvektorite Hammingi kaugust.
Niiiid voime toestada jargmise teoreemi.

Teoreem 4.1 Olgu n > 2. Siis Q, ~ Q', kui n on paarisarv ja Q, % Q.,
kui n on paaritu.

Toestus. Vaatleme alul juhtu, kus n on paaritu. Toestame, et sel juhul pole
graaf @), sidus. Toepoolest: kuna n on paaritu, on n — 1 paaris ja jarelikult
seovad graafi )], servad niisuguseid tipuhulga (Zs)™ elemente (kahendvekto-
reid), mis erinevad vektoritena teineteisest paarisarvul positsioonidel. Seega
pole graafis (!, voimalik konstrueerida ahelat, mis viiks paarisarvulise kaa-
luga tipust paaritu kaaluga tippu ja graaf @), on mittesidus. Et graaf ), on
ilmselt sidus, ei saa graafid @, ja @), paaritu n korral isomorfsed olla.
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., vaatleme nende

Veendumaks, et paarisarvulise n korral on @, ~
iihise tipuhulga (Z,)? teisendust

n n
B (are ey tn) > (a1 + 30, O+ 3 ).
=1 i=1

Koigepealt paneme téhele, et see teisendus on hulga (Z,)"™ bijektsioon, sest
ta on iseenda poordteisendus:

(dlar, ... an) = Plar + D ai,...,a0 + > a;) =
i1 i=1

= (a1+Zai+2ai+n2ai,...,an+Zai+2ai+n2ai) =
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

= (ala"'aan)a

sest n on paaris ja liitmine toimub korpuses Z,.

Veendume niiiid, et teisendus ¢ viib graafi @), servad graafi @)/, servadeks.
Olgu ((a1,...,an), (b1,...,by)) € E(Qn), st d((a1,...,a,), (b1,...,b,)) = 1.
Seega on iiks neist kahest vektorist paaris—, teine paaritu kaaluga. Vasta-
valt teisenduse ¢ definitsioonile jaib paariskaaluga vektor samaks, paaritu
kaaluga vektoris aga muutuvad kodik komponendid vastupidiseks ja kui en-
ne teisendust erinesid vektorid iihel positsioonil, siis pérast teisendust eri-
nevad nad n — 1 positsioonil. St d(¢(as,...,a,), d(b1,...,b,)) = n —1 ehk
(p(at,...,an),d(b1,...,b,)) € E(Q)). Analoogiliselt saab tdestada, et teisen-
duse ¢ poordteisendus (st ¢ ise) viib graafi @), servad graafi @, servadeks,
jarelikult @, ~ Q.

Q.E.D.

Selle teoreemi pohjal on permutatsioonigraafi kontrsuktsiooniga lootust
diameetrivoitu saada graafidelt ),, kus n on paarisarv. Loomulik kiisimus
on, kas ja kui suur see voit tuleb vorreldes tavalise otsekorrutise abil saadava
graafi ), diameetriga n 4+ 1. Sobivaks permutatsiooniks on loomulikult
seesama teoreemi toestuses defineeritud teisendus ¢; jirgmine lause néitab,
et voit diameetris on ligikaudu kahekordne.

Lause 4.2 Olgu n > 4 paarisarv. Siis
4, n =4
d(P¢(Qn))_ { %—Fl, n > 6.
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Toestus. Juhu n = 4 voib lihtsalt eraldi 1dbi vaadata. Votame suvalise tipu
v graafi Py(Q4) alusest )4, olgu see niiteks kahendvektorina v = (0, 0,0, 0).
Nieme, et tipp (1,1,1,1) samast alusest on ka graafis Py(Q4) sellest tipust
kaugusel 4, teise aluse kaudu “ringi minek” ei vihenda seda kaugust. Koik
teised aluse Q4 tipud olid juba graafis Q)4 tipule v ldhemal kui 4, ammugi on
see nonda siis graafis Py(Q4). Teise aluse ¢(Q4) tippude jaoks paneme téhele,
et

1. kui tipu w € V(¢(Q4)) kui kahendvektori kaal ei iileta kaalu 2, siis
d(v,w) < 3, sest tippu w pédseb tipust v jirgmiselt: kdigepealt liigume
iilimalt 2 sammuga aluse )4 sees tipule w vastavasse tippu ning siis
ihe sammuga alusesse ¢(Q4) tippu w;

2. kui tipu w € V(4(Q4)) kui kahendvektori kaal on 3, siis on d(v, w) = 2,
sest tippu w pédseb tipust v jargmiselt: koigepealt 1dheme {ihe sammu-
ga tipust v vastavasse tippu aluses ¢(Q4), mis on graafi ¢(Q4) = Q)
definitsiooni pohjal ithendatud tipuga w (ja lithemat teed kui tee pik-
kusega 2 ilmselt ei ole);

3. kui tipu w € V(4(Q4)) kui kahendvektori kaal on 4, on d(v, w) < 3, sest
sest tippu w pédseb tipust v jargmiselt: kdigepealt liigume aluses Q4
tipust v iithe sammuga suvalisse tippu kaaluga 1, seejérel iihe sammuga
vastavasse tippu aluses ¢(Q4), viimane tipp aga on jillegi graafi @
definitsiooni pohjal iihendatud tipuga w.

Toestamaks, et n > 6 korral ldheb tipust v (olgu see jille aluse @, tipp
(0,...,0)) koige kaugematese tippudesse joudmiseks vaja § +1 sammu, tuleb
toestada kaht asja. Esiteks, et leiduvad tipud, mis on tipust v kaugusel § +1,
ja teiseks, et iikski tipp pole tipust v kaugemal kui & + 1.

Sonastuse mugavuse huvides iitleme, et tipp w € V(Py(Q,)) asub kihis
number k, kui tema kui kahendvektori kaal on k. NB! Tippude numeratsioon
kahendvektoritena toimub moélemas aluses eraldi, seega vastab igale vektori-
le kaks tippu, iiks kummaski aluses, ja need kaks tippu on vastavalt graafi
P4(Q,) definitsioonile ithendatud.

Koigepealt nditame, et kui tipp w kuulub aluses ¢(Q,) kihti number %,
siis d(v, w) = § + 1.

Paneme téhele, et liikumine mdoda serva iihest tipust teise aluses @,
tahendab tippude jaoks erinevust 1 koordinaadi vorra, liitkumine aluses ¢(Q,,)
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aga erinevust n — 1 koordinaadi vorra. Molemal juhul muutub tipule vasta-
vas kahendvektoris Ode ja 1de arvu erinevus 2 vorra. Seega liikumaks tipust
kaaluga 0 (kus Ode ja 1de arvu erinevus on n )tippu kaaluga % (kus see rine-
vus on 0), tuleb aluste sees teha vihemalt § sammu (aluste vahel liikumine
kahendvektorit ei muuda). Lisades siia vihemalt ithe sammu, mis tuleb teha
alusest @, alusesse ¢((Q,,) litkumiseks, saamegi, et d(v, w) > 5 + 1. Samas on
ilmne, et % + 1 sammu on piisav tipust v tippu w joudmiseks.

Veendumaks, et suvalise tipu w € V(P,(Qn)) korral d(v,w) < § + 1,
vaatame ldbi jargmised juhud.

1.

Kui tipp w on kihis number 0,1,..., 5 iikskoik kummas aluses, on

d(v,w) < §+1, sest tipust v saab minna tippu w jargmiselt: koigepealt
n

teeme mitte enam kui § sammu joudmaks vajaliku kahendvektorini

aluses (), ja seejirel veel voibolla ithe sammu teise alusesse minekuks.

Kui w = (1,...,1) on tipp aluses @, piafiseb sinna 4 sammuga sama
moodi kui n = 4 korral, ainult et juhul n > 6 kehtib 4 < 3 + 1.

Kui w = (1,...,1) on tipp aluses ¢(Q,), piiseb tipust v sinna kolme
sammuga jille analoogiliselt juhule n = 4.

Kui w on tipp kihis number 3 + 1 aluses (),,, pdéseb sinna 5 + 1 sam-
muga.

Kui w on tipp kihis number 3 +2,...,n — 1 aluses (), pééseb tipust v
sinna jirgmiselt: kdigepealt iihe sammuga tippu (0, . .., 0) aluses ¢(Qy),
jargmise sammuga kihti number n—1 samas aluses, kolmanda sammuga
kihti number n—1 aluses @, ning siis iilimalt ((n—1)—(5+2)) = 5 —3
sammuga tippu w. Kokku seega iilimalt 5 sammu.

Kui w on tipp kihis number £ 4-2,...,n—1 aluses ¢(Q),,), padseb tipust
v sinna iilimalt § +1 sammuga jargmiselt: koigepealt liigume iilimalt 3
sammuga vastavasse tippu aluses (),,, nagu kirjeldatud eelmises punktis,
seejirel kasutame veel iihte sammu aluse vahetamiseks.

Q.E.D.

Seega saime paarisarvulise n korral anda soovitud konstruktsiooni, vaa-
deldes graafi (), TT-graafina tema automorfismiriihma suhtes. Samas paa-
rituarvulise n korral ei leidunud sellist permutatsiooni o & Aut(Q,), et
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rithm Aut(Q,) oleks ka graafi a(Q,) automorfismirithmaks. Kas paaritute n
vadrtuste korral jadbki parimaks konstruktsioon Ky X Q,, = @, 117 Ei, selgub,
et eksisteerib ka konstruktsioon, mis annab sama diameetrivoidu suvalise n
korral, ainult et selleks tuleb graafi (), vaadelda TT-graafina automorfis-
miriihma périsalamriihma suhtes.

Defineerime graafi Q! (n > 2) kui graafi tipuhulgaga

V(@) = (Z2)"
ja servahulgaga
B@QD = {((ar,.an), (b, . >>|an—b&
&d((al,...,an),(bl,..., =1}

U@, an), (brs .- - n))|
d((a1, ... an), (br,- .., bn)) = nl.

Graafid Q4 ja Q) ndevad samal tipuhulgal vilja néiteks sellised, nagu
ndidatud joonisel 5.

[

| /1

Joonis 5: Graafid @, ja Q"

Toestame, et @, ~ Q. Selleks vaatleme nende iihise tipuhulga (Z)"
teisendust

Vi(ar,...,an) = (a1 + apyag + apy e ooy Qp1 + Gpy Q).
Panene tihele, et teisendus v on iseenda poordteisendus

¢(¢(a17---aan)) = 77b(CL1"'anaGQ"'ana---aan—l"'anaan) =
= (a1 4 an + an, a0+ ap + py ..oy 1+ ap + apya,) = (aq, ..., a0,)
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ja seega hulga (Zy)" bijektsioon. Olgu ((a1,...,an), (b1,...,by)) € E(Qp).
Vaatame l&bi jargmised juhud:

1. ap, = b, = 0. Siis d((a4 , )(bl,...,b)) =1, ¢Y((ar,...,an)) =

(a1, an), $((br- b )) o e
(V((ar, -y an)), (b1, ..., bn))) € E(Q")
2. a, = b, = 1. Ka sel juhul d((ay,...,an), (b1,...,b,)) = 1, millest ¢

(
deﬁn1ts100n1 pohjal jareldub d(¢((aq,...,a,)),¥((by,...,b,))) = 1 ja
seega (w((ala"'aan))aw((bla" 7bn))) € E(Qg)

3. ap = 0, b, = 1. Siis d((a1,...,an-1), (b1,...,bp—1)) = 0 ja teisenduse
¢ definitsiooni pohjal saame d(¢((ar,...,an)), ¥((b1,...,bs))) = n,
J&I‘ellkult (w((ala ) a'n))a w((bla ) bn))) S E(Qg)

Analoogiliselt toestatakse, et b poordteisendus (ehk ¢ ise) viib graafi Q!
servad graafi (),, servadeks.

Jadab veel leida hulga (Zs)™ koigi permutatsioonide rithma transitiivne
alamriihm, mille elemendid on molema graafi automorfismideks. Sellise alam-
rithma moodustajateks sobivad teisendused

(ay,a9,...,a,) — (a1 + 1,a9,...,a,),
(ay,a9,...,a,) — (a1,a0 +1,...,a,),
(ay,a9,...,a,) — (ay,a9,...,a, +1).

Koik need teisendused on hulga (Z,)™ bijektsioonid olles jillegi iseenda péord-
teisendused. Lisaks moodustavad nad rithma Aut(ZY) transitiivse alamriihma.
Veendume, et selle alamriihma elemendid on nii graafi @), kui graafi Q) au-
tomorfismideks.

Graafiga D, on lihtne — koik loetletud teisendused jitavad samaks suvalis-
te kahendvektorite vahelised kaugused, seega jaab paika graafi (), servahulk.
Analoogiline arutelu to66tab ka graafi ()] jaoks, sest ka tema servad on defi-
neeritud kahendevktorite kauguste abil; lisaks tuleb tdhele panna seda, et ka
seos a, = b, jadb toodud teisenduste korral kehtima.

Nii saame suvalise n > 2 jaoks konstrueerida permutatsioonigraafi Py (Q),,).
Tema diameetri annab
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Lause 4.3 Olgun > 2. Sis

AP = | "5

Toestus. Selle lause toestus on tépselt analoogiline Lause 4.2 pohiosa toes-
tusega, eraldi tuleb vaadelda juhud, kus n on paaris ja paaritu. Ainus oluliselt
erinev moment tekib paaritu n juhul, kui on tarvis nididata aluse (), tipust
(0,...,0) maksimaalsel kaugusel olevat kihti. Selleks sobib aluse ¢ (@) kiht
number %+, Paneme téhele, et graafi Py (Q,) korral kirjeldavad servi mooda
litkumised tippudele vastavate kahendvektorite muutusi kas iihe koordinaadi
kaupa voi koigi koordinaatide kaupa korraga. Iseloomustades kahendvektorit
jille tema Ode ja 1de arvu erinevuse kaudu, ei muuda koéigi koordinaatide
vahetus seda suurust. Seega sattumaks tipust (0,...,0) kihti number ”T“,
tuleb teha viahemalt ”T_l esimest tiilipi sammu. Sattumaks alusesse (@),
tuleb teha veel iiks samm, kokku seega vihemalt ”T“ sammu. J&db vaid
tahele panna, et "T_l esimest tiilipi sammu ja iihe alustevahelise sammuga ei
ole voimalik aluse @, tipust (0,...,0) jouda aluse ¢(Q,) kihti number 2.
Seega d(Py(Qn)) > ”TJ“?’, kui n on paaritu. Vordus selles vorratuses ja juht,
kus n on paaris, toestatakse analoogiliselt Lausega 4.2.

Q.E.D.

See konstruktsioon on mitmes mottes parem kui eelpooltoodud konst-
ruktsioon graafile Py(Q,). Koigepealt, teda sai iildistada ka juhule, kus n on
paaritu voi n = 2, lisaks ei tulnud diameetri korral erandit n = 4. Samas, ku-
na graaf P,;(Q),) konstrueeriti lihtudes viiksemast rithmast, teame me vihem
tema automorfismide kohta. Kuid, nagu samuti nidha sellest néitest, ei ole-
gi liiga paljude automorfismide vaatlemine alati hea — voib osutuda, et terve
automorfismirithma suhtes vaadelduna ei saa me antud TT-graafist soovitud
diameetrivoiduga permutatsioonigraafi.
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5 Graafid @,

Graafid @), on graafiteoorias pohjalikult uuritud ja omavad tdnu suurele
siimmeetrilisusele palju hdid omadusi. Intuitiivselt peaks enamik neid oma-
dusi sédilima, kui asendada graafi 2, definitsioonis riihm Zs mone teise tsiik-
lilise rithmaga Z,,. Kéesolev peatiikk késitlebki nii tekkivaid graafe eelmise
peatiiki tulemuste kontekstis.

Definitsioon 5.1 Graaf Qumn, m = 2, n > 1 on graaf tipuhulgaga

V(Qn) = (Zm)n

ja servahulgaga

E(@Qn) ={((a1,...,an), (b1, ..., b,))|Fia; # b;}.
Lemma 5.1 Graafid Qun jo (Km)" on isomorfsed.

Toestus. Kasutame induktsiooni n jargi.

Kui n = 1, siis ilmselt @, 1 ~ K,,, kuivord definitsiooni pohjal on graafil
(Qm,1 m tippu, mis koik on omavahel servaga ithendatud. Olgu p : V(Qp 1) —
V(K,,) nende graafide isomorfismi teostav kujutus (sisuliselt suvaline bijekt-
sioon tipuhulkade vahel).

Eeldame niiiid, et mingi tdisarva k& > 1 jaoks on Q1 ~ (K»)*, nende
graafide isomorfismi teostagu kujutus ¢ : V(Qmi) = V((Kn)¥). Veendume,
et Qmit1 = (Kn)¥ x Ky, vilmane graaf on definitsiooni jirgi graaf (K,,)"!.

Sobivaks osutub kujutus

?:V(Qmrr1) — V((Kn)f x Kp): (a1, ..., a5, ar1) —
= (90(@17 SRR ak)a M(ak+1))'

[lmselt on tegu bijektsiooniga. Kontrollimaks, et kujutus @ séilitab ka ser-
vad, vaatleme serva ((ai,...,ak41), (b1,---,0611)) € E(Qmp+1). Vastavalt
graafi Q41 servahulga definitsioonile, peab leiduma tépselt iiks tdisarv
i €[1,...,k+ 1] selline, et a; # b;.

Kui 1 < i <k, siis (@(a,...,ax), b1, ...,0) € E(Kn)¥) ja plagsr) =
p(bpr1) (sest agi1 = by1). Graafide otsekorrutise definitsiooni pohjal siis

(ar, ..., ap, api1) = (par, ..., ap), w(agsr)) € E((Kp)® x Kp).
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Kui i = k+ 1, siis p(a1,...,ax) = @(b1,...,b;) (sest algsed vektorid on
vordsed) ja p(ags1) # p(bryr) (sest agy1 7 bry1 ja pon injektiivne), jarelikult
(u(agks1), p(brs1)) € E(K,,). Seega jillegi graafide otsekorrutise definitsiooni
pohjal

(ary ... ap, appr) = (@lay, ... ar), plagsr)) € B(Kp)F x Ky).

Analoogiliselt toestatakse, et kujutuse @ poordkujutus séilitab graafi ser-
vad.
Q.E.D.

Graafid @, on graafide @), ,, erijubuks Q5 ,. Jirgnevas uurime, mil mééral
saab graafidele @), , eelmise peatiiki tulemusi iile kanda.
Alustame véitest

Lemma 5.2 Olgu uy, vy, ug,vs € V(Qmu). Kui d(ui,vi) = d(us,v2), siis
leidub selline ¢ € Aut(Qmn), et o(ur) = usz ja p(vy) = vs.

Toestus. Paneme tihele, et kujutused

Yil@r, .oy Qi1 Gy Qs Q) = (1, 01,0+ 1 G, . ay)

voi iildisemalt, kujutused

d: (afla' sy Qi1 Gy A1y - - '7a’n) — (ala' . '7aiflaa(a’i);ai+17' . 'Jan))

kus o on hulga Z,, suvaline permutatsioon ja ¢ = 1,...,n, on graafi Q. »
automorfismid. Toepoolest, graafide @), , servahulga definitsioonis oli oluline
vaid see, millistel positsioonidel tippudele vastavad vektorid erinevad. Et ku-
jutused «y ja o ilmselt séilitavad selle omaduse, siilitavad nad ka graafi @y,
servahulga.

Kujutuste v kompositsioonina saab anda graafi ), , automorfismid 7, ja
2, mis téotavad jargmiselt:

Y (u,vr) = (0,01 — uy),

Yo i (ug,v2) > (0,02 — uy),
kus tippe u; ja v; kisitleme vektorruumi (Z,,)" elementidena, tippu 0 ruu-
mi nullvektorina ning d(a, b) mérgib vektorite a ja b Hammingi kaugust ehk

lihtsalt erinevate komponentide arvu. Tédhistades w(a) vektori a nullist eri-
nevate komponentide arvu, on selge, et w(vy — u1) = w(ve — ug). Olgu 73
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ruumi (Z,,)" koordinaatide permutatsioon selline, et vektorite y3(v; —uq) ja
vy — us mittenullkomponendid on samadel positsioonidel. Juhul m = 2 v6ib
siin toestuse 1opetada ning votta ¢ = v 'y3v:. Juhul m > 2 voib aga juh-
tuda, et samadel positsioonidel asuvad mittenullkomponendid erinevad. Sel
juhul tuleb iga sellise positsiooni jaoks eraldi leida hulga Z,, permutatsioon
o selline, et o(0) = 0 ja vektori v3(v; — uq) valitud mittenullkomponent ku-
jutub vektori vy — us vastavaks mittenullkomponendiks. Permutatsioonidele
o vastavate kujutuste 0 kompositsion olgu =4, Lemma sonastuses viidetud
kujutuse ¢ voib siis anda kujul ¢ = v, 'v47371.

Q.E.D.

Niiiid vaatleme eelmise peatiikiga analoogselt rithma Aut(Qy,,) poolt
indutseeritud toimet graafi @, , tipupaaride hulgal. Kiisides, kas leidub per-
mutatsiooni a ¢ Aut(Q ), mille korral rithm Aut(Q,,,) oleks automor-
fismiriihm ka graafile a(Q,,), tuleb jélle otsida toime seda orbiiti, mille
elementide arv langeks kokku elementide arvuga orbiidil laiusega 1.

Leiame elementide arvu orbiidil diameetriga k. Graafi (), ,, kauguste loen-
daja avaldub kujul

de(Qmn) = de((Kn)") = (de(Kn))" = (14 (m —1)2)",

seega on antud tipust kaugusel k olevate tippude arv (Z) (m — 1)*. Et tippe
(“)(m—l)km”

on kokku m™ tiikki, on tipupaare kaugusega k kokku ~*~—; . Saame
vorrandi
(3)m—=1tmm () (m = 1)rme

2 2
am=1) = (})om-1y

- (o

Juhtu m = 2 késitleti eelmises peatiikis. Seega voib eeldada m > 3, samuti
k > 1. Ulal leitud kaalude loendajast on niha, et graafi Qm,n diamaater on
n, jarelikult on motet vaadelda vaid olukorda £ < n.

Kui k& < n, siis (Z) > nja (m— 1)1 > 2 seega (Z)(m — 1)kt >
n. Jarelikult tuleb saadud voérrandi rahuldamiseks votta & = n. Vorrand
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omandab siis kuju

n=(m-—1)"""
Kui n > 3, saame (m — 1)"~! > 27! > n_ seega jiiib jirele vaid juht n = 2,
kust saame m = 3.

Niisiis, kui m > 3 jaoks leidub graaf )y, ja iilalkirjeldatud omadustega
permutatsioon «, siis saab see graaf olla vaid ()32. Osutub, et graafi ()32
korral saab permutatsiooni a toesti leida. Eespool tehtu pohjal on selge, et
tasub proovida ainult permutatsiooni, mis vahetab orbiidid diameetritega 1
ja 2; et saadavad graafid on isomorfsed, ndhtub jooniselt 6.

1 2 3
4 5 6
7 8 9

Joonis 6: Graaf Q32

Tegelikult kuulub ka graaf ()3 » suuremasse perre — koigi graafide (C,)"
jaoks saab leida vajalike omadustega permutatsiooni c, nagu toestatud t66s

[3].

Inspireerituna eelmisest peatiikist tekib loomulik kiisimus — kui vaadeldes
kogu automorfismiriihma ei onnestunud leida sobivat permutatsiooni «, siis
dkki annab tulemusi mone viiksema riihma vaatlemine. Toepoolest, eelmises
peatiikis antud graafide )" konstruktsiooni saab véga lihtsalt iile kanda ka
praegusele juhule.

Definitsioon 5.2 Graafiks Q7, ,, nimetame graafi tipuhulgaga
V(@mn) = (Zm)"
ja servahulgaga

E(Q;"ln,,n) = {((ala---aan)?(bla---;bn))|an:bn&

27



& d((ar, ... an), (bry. .. b)) =1}
U{((ar,- . an), (br, ... b)) T & € T\ {0}
(brye b)) = (.. an) + k(1,..., 1)}

Eelmise peatiikiga analoogselt toestatakse, et Qy,n ~ @7, ,- Isomorfismi teos-
tav kujutus 1 ndeb formaalselt samasugune vilja:

w:(ala---aan) — (al+an;a2+am---aanfl+an;an)a

ainult et niitid on ¢ iildiselt m. jarku teisendus. Samuti on lihtne niha, et
koik teisendused

(a1,a9,...,a,) — (a1 + 1,a9,...,a,),
(ay,a9,...,a,) — (a1,a0 +1,...,a,),
(ay,a9,...,a,) — (ar,as,...,a, +1)

on nii graafi @, kui graafi Q) , automorfismid, kusjuures moodustavad
)

automorfismiriihma transitiivse alamriihma.

Seega on diameetrivoitu andva permutatsioonigraafi moodustamiseks va-
jalikud tingimused tiidetud, ainus probleem on, et ¥? & Aut(Q.,.). Selle
probleemi lahendab punkt 3.3, kus iildistasime kahel alusel téotava permu-
tatsioonigraafi moiste suvalise arvu alustega tootavale permutatsioonkorru-
tisele.

28



6 Graafid QY

6.1 Definitsioon ja omadused
Peatiikis 4 vaatlesime graafi ), mille tipuhulgaks oli
V(@) = (Z2)"
ja servahulgaks
E(@n) = {((as,...,an),
&d((ay, ... an), (b1,...,by)) =1}
U{((al, o,y
d((al, Caey an),

Paneme téhele, et sama graafi servahulka voib defineerida ka teistmoodi. Ni-
melt on graafi ) iga tipp ithendatud parajasti koigi tippudega, mis erinevad
esialgsest tipust vektorite

(1,0,0,...,0,0)

(0,1,0,...,0,0)

(0,0,1,...,0,0)

(0,0,0,...,1,0)

(1,1,1,...,1,1)

vorra. Defineerides maatriksi

100 ... 00
010 ...0°0

M — 001 ...00
000 ... 10
111 ... 11

voime kirjutada
E(Q") = {(a,b)| b — @ on maatriksi M" rida},

n

kus @ = (a1, as,...,a,) ja b= (bi,boy...,by).
Uldistusena saame jirgmise definitsiooni.
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Definitsioon 6.1 Olgu M n x n maatriks ile ringi Zy. Graafiks QM nime-
tame graafi tipuhulgaga

V(@) = (Zo)"
ja servahulgaga

E(QM) = {(@,b)| b — @ on maatriksi M rida}.

Peatiiki4 4 anti graaf Q" graafi @, kaudu, kasutades selleks teisendust

V(a1 a9, ... a0,) = (a1 + Gy, a2 4 Gy o ooy Gy + Ay, Q).
Kasutades maatriksit M” saame

Y(a) =aM”.
Siit saame jirgmise definitsiooni.

Definitsioon 6.2 Olgu antud graaf G tipuhulgaga V(G) = (Z3)"™ ning su-
valine maatriks M elementidega ringist Zy. Graafiks (G)M nimetame graafi
tipuhulgaga

V((G)Y) = (Zo)"
ja servahulgaga

E(G)M) = {(@M +35,bM +73)| (@,b) € BE(G), 5 € (Z2)"}.
Liidetav s on vajalik olukorras, kus kujutus

a—aM

ei osutu isomorfismiks. Vaatleme niiteks graafi G = ()3 ja maatriksit
011
M=1]11 01
1 10

4. peatiiki tdhistes oleks tegu graafiga ()5, kuid vottes definitsiooni 6.2 ilma
lildetavata 5 saaksime vaid joonisel 7 ndidatud graafi.

Niiiid aga on graaf (Q3;)" nagu niidatud joonisel 8.

Jargnevalt toestame loomuliku vastavuse kiesoleva peatiiki kahe definit-
siooni vahel.
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011 111

001
101 .
0101 44
000 100

Joonis 7: Graaf (Q3)" definitsioonil ilma liidetavata 5

Joonis 8: Graaf (Q3)M definitsioonil liidetavaga 5

Lemma 6.1 Olgu M n X n maatriks tle ringi Zo. Siis
Qr]l/[ = (Qn)M

Toestus. Olgu (a,b) € E(Q)). Siis vektor b — @ on maatriksi M reaks.
Toestamaks, et (@,0) € E((Q,)"), tuleb leida vektorid @y, by ja 5 nii, et
(@1, b01) € E(Q,) ning

= oM +5,
= b M+5.

o> R

Oletame, et vektor b — @ on maatriksi M 4. rida. Siis valime vektorid @y
ja by nii, et b, —a; = (0,...,0,1,0,...,0), kusjuures viimase vektori ainus
mittenullelement 1 asub . positsioonil. Vastavalt graafi (),, definitsioonile siis
(@, b1) € B(Q,). Jaib valida

S=1a—a;M.
Kontrollime, et

a—a M =b—b M.
Viimane vordus aga kehtib, sest

b—a= (b —a@)M = b M —aM.
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Olgu niiiid (a,b) € E((Qn)"), st (@,b) = (arM +35,b;M +75), kus (@, by) €
E(Q,). Toestamaks, et (a,b) € E(QM), tuleb veenduda, et vektor b — @ on
maatriksi M rida. See aga on nii, sest

b—a= (b —ay)M
ning vektorid @y ja b; erinevad téipselt iihel koordinaadil.

Q.E.D.

Niisiis osutusid kaks definitsiooni kuupgraafi “astendamiseks” maatriksi-
ga samavadrseteks. [lmneb aga, et see “astendamine” kéitub loomulikult ka
maatriksite korrutamise suhtes, nimelt kehtib jirgmine teoreem.

Teoreem 6.2 Olgu M, ja My n X n maatriksid dile ringi Zs. Siis
(QMl)MQ — QM1M2
n n °

Toestus. Molema graafi tipuhulgaks on (Zs)", seega jééb kontrollida vaid
servahulkade vordsus.

E(Qy)"?) =

= {(@My +3,bM, +3)| (@,b) € E(QM), 5 € (Zy)"} =

= {(@My +5,bM; + 3)| b — @ on maatriksi M, rida, 5 € (Zy)"}.
Toestuse lopuleviimiseks piisab veenduda, et vektor

(bMy +3) — (@Ms +35) = (b —a) M,

on maatriksi M; M rida ning et sellisel kujul esituvad maatriksi M; My koik
read. Esimene neist viidetest nihtub asjaolust, et vektor b — @ on maatriksi
M, rida, mistottu (b — @) M, on maatriksi M; M, reaks.

Teisalt, olgu maatriksi M, M, i. reaks vektor 7. Valime suvalised vektorid
@ ja b nii, et vektor b—a oleks maatriksi M i. reaks. Siis on ilmselt rahuldatud
ka seos

7= (b—a)Ms.

J&ib vaid fikseerida 5 = 0.
Q.E.D.

Vaadeldes antud konstruktsiooni permutatsioonigraafide kontekstis, mén-
gib maatriks M sisuliselt permutatsiooni « rolli 3. peatiikist. Samas peatiikis
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ndgime, et oluliseks tingimuseks permutatsioonigraafi konstruktsiooni edu-
kaks ldbiviimiseks oli loodava graafi P,(G) aluste isomorfsus. 3. peatiikis
oli see tingimus triviaalselt tdidetud, praegu aga ei pea graafid @, ja QM
sugugi isomorfsed olema. Seega on tarvis vastavat tingimust, mille saamegi
jargmisest teoreemist.

Teoreem 6.3 Graafid Q, ja (Q,)" on isomorfsed parajasti siis, kui maat-
riks M on requlaarne.

Téestus. Olgu maatriks M regulaarne. Et V(Q,,) = V(QM) = (Z,), tuleb
nédidata kujutus ¢ : (Z2)™ — (Z2)™, mis realiseerib antud graafide servahul-
kade vastavuse. Sobivaks kujutuseks on

Y V(Qn) = V(QM) @ aM.

Kui (@, b) € F(Q,), siis hulga E((Q,)") definitsiooni kohaselt (¢(@), (b)) €

E((Qn)™). _ _
Olgu niiiid (ag,b;) € E((Q,)M). Tuleb leida vektorid @ ja b, mille korral
Y(@) = ay ja ¢ (b) = by, nii et (@,b) € E(Q,). Votame

Jaib kontrollida tingimus (@,b) € E(Q,). Piisab niidata, et vektor b — @
sisaldab tépselt iihe mittenullkomponendi. Et

b—a= (b —an) M

Ning vektor b; — @; on maatriksi M reaks, saame viimasest avaldisest ilmselt
iihikmaatriksi rea, nagu oligi tarvis.
Oletame niiiid, et maatriks M pole regulaarme. Toestame, et sel juhul
pole graaf (Q,)" sidus ega voi jirelikult olla isomorfne graafiga Q.
Vaatleme teisendust

¢ : (ZQ)TL — (ZQ)n ra— aM.

Kuna maatriks M pole regulaarne, annab ¢(Z%) parisalamriithma Abeli riih-
mas Zy. Kujutus

¢s:a—aM +3
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médrab selle parisalamriihma korvalklassi, kusjuures vektori s erinevate vair-
tuste korral vastavad korvalklassid kas iihtivad véi ei 16iku. Graafis (Q,)M =
QM on kahe tipu vahel serv parajasti siis, kui iihele tipule vastavast vektorist
saab teisele tipule vastava vektori maatriksi M rida liites. See operatsioon
ei vii aga vaadeldavatest korvalklassidest vilja. Jirelikult pole graaf (Q,)"
sidus ega isomorfne graafiga @),,.

Q.E.D.

6.2 Graafid Qn]\f,n

Eelnevas punktis kasutasime me korpuse Zs omadustest vaid ringi omadusi.
Seega peaks ilma suuremate probleemideta olema voimalik asendada ring Z,
suvalise ringiga Z,,. Kiesolevas punktis veendume, et see on toesti nii, kui
vaid pohidefinitsiooni sobivalt tdiendada.

Definitsioon 6.3 Olgu M n x n maatriks tle ringi Z,,. Graafiks Q%n ni-
metame graafi tipuhulgaga
V(Qnn) = (Zn)"

m,n

ja servahulgaga
BE(QM )= {(a,b)|b—a=Fk-¢, ¢on maatriksi M rida, k € Z,,\{0}}.

m,n

Ka graafi “astendamise” definitsioon maatriksiga on sarnane eelmises
punktis toodule.

Definitsioon 6.4 Olgu antud graaf G tipuhulgaga V(G) = (Zy)"™ ningnxn
maatriks M elementidega ringist Z,,. Graafiks (G)™ nimetame graafi tipu-
hulgaga

V(IGY) = (Zm)"
ja servahulgaga

E((G)M) = {(@M +3,bM +3)| (@,b) € E(G), 5 € (Zm)"}

Ule saab kanda kdoik eelmise punkti tulemused.
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Lemma 6.4 Olgu M n X n maatriks tle ringi Zp,. Siis
7]”\1/[1,71 = (Qm,n)M-
Teoreem 6.5 Olgu M ja My n x n maatriksid dile ringi Z,,. Sis
(QMl )Mg — QMle‘

Teoreem 6.6 Graafid Qu, ja (Qmn)Y on isomorfsed parajasti siis, kui
maatriks M on requlaarne.

Koigi nende tulemuste toestused on sarnased eelmise punkti vastavate tu-
lemuste toestustega, kui lugeda viljendi “maatriksi M rida” asemel “maat-
riksi M rea mittenullkordne”.

6.3 Rakendused

Paneme tédhele Teoreemi 6.3 ja Teoreemi 4.1 toestuste iilesehituste sarna-
sust — molemas oli teatav graaf osadel juhtudel isomorfne graafiga @), osa-
del juhtudel aga mitte, kusjuures mitteisomorfsus jéareldus vaadeldava graafi
mittesidususest. Osutub, et Teoreem 4.1 on Teoreemi 6.3 erijuht.

Peatiikis 4 vaadeldud graafi @)/, defineeriv maatriks on

011 ...11
101 ...11
wo| o1
111 ...01
111 ...10

Tahistagu I n-jarku iihikmaatriksit ning J n X n maatrsiksit, mille koik

elemendid on vordsed vadrtusega 1 (koiki maatrikseid vaatleme iile ringi
ZQ). Siis

M =J+1.

Teoreemi 6.3 jérgi on graaf ny' isomorfne graafiga 2, parajasti siis, kui
maatriks M’ on regulaarne. Vaatleme maatriksi M’ ruutu:

MM =J+0J+1)=+2]J+1*=J"+1.
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Lihtne on néha, et

72— O, kuin =0mod 2,
| J, kuin=1mod 2.

Seega

A 1, kui n = 0 mod 2,
MM :{ J+ 1, kuin =1 mod 2,
jarelikult on maatriks M’ regulaarne parajasti siis, kui n on paarisarv, ole-
megi saanud Teoreemi 4.1 viite.

Teise néitena vaatleme veelkord 4. peatiikis defineeritud graafe @)} ning
kédesoleva peatiiki alguses toodud vastavat maatriksit M". Tédnu kolmnurksel
kujul esitusele on maatriks M" automaatselt regulaarne, jarelikult @, ~ Q"
iga n korral, nagu négime ka peatiikis 4.

Vaadeldes permutatsioonigraafi konstruktsiooni, mingib maatriks M per-
mutatsiooni « rolli ning maatriksi jark langeb kokku vastava permutatsiooni
jarguga. Permutatsioonigraafi P,(Q,) alusteks on graafid @, ning o(Q,) =
QM. Molemal iilalvaadeldud juhul on graafiga @, isomorfset graafi andva
maatriksi M multiplikatiivne jirk 2. Seega osutub graaf P,(Q,) peatiikis 3
toestatu pohjal TT-graafiks, kui niitame, et graafidel @, ja QM on sama
automorfismirithma transitiivne alamriihm.

Selleks riihmaks sobib

H = {6 ¢e: (Zo)" = (Zo)": s a+7, ¢ € (Zo)").

Kohe on selge, et tegu on riithmaga teisenduste kompositsiooni suhtes, samuti
on ilmne selle rithma transitiivsus hulgal (Zy)". Toestame, et koik rithma H
elemendid on suvalise maatriksi M korral graafi QY automorfismid (vottes
M = I, saame vajaliku viite ka graafi @, enda jaoks). Toepoolest, olgu
¢ € (Zy)™ ning (@,b) € E(QM). Viimane tingimus tihendab, et vektor b — @
on maatriksi M rida. Et

¢e(b) — ¢z(a) = (b+¢) — (@a—¢) =b—a,
on ka (¢z(b), ¢=(a)) € E(QY).

Vastuse kiisimusele, mida teha juhul, kui permutatsiooni (maatriksi) jark
on suurem kui 2, annab jillegi punkt 3.3 — piisab vaid votta maatriksi jarguga
vordne arv (voi selle kordne arv) aluseid.
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Permutatsioonigraafide maatriksesituse veel iihe rakendusena voib mér-
kida permutatsioonigraafide diameetri leidmist, nagu tehtud néiteks Lause
4.2 toestuses. Toepoolest, mainitud toestuses osutus oluliseks vaid teadmus,
milliste tippudega samast alusest antud tipp iihendatud on. Aluse @),, jaoks
kirjeldavad servi maatriksi I read (kuna ilmselt @, = Q!), aluse QY jaoks
aga maatriksi M read.
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Summary

The study of computer networks and corresponding graph-theoretical no-
tions has to be suppurted by developing some good constructions as well.
Good in the sense of this thesis means a collection of reqiurements, such as
reasonably small valency, small diameter and possibility to extend the graph
retaining the desired properties. Part of this goal can be achieved demanding
vertex-transitivity of the graph, extending the graph can be done by applying
the permutation graph construction. The present thesis goes even further: a
concrete family of graphs — the cubic graphs @, — is specified. Several ge-
neralizations are treated and a common view to all of these generalizations
— the graphs Qn]‘f, , —1is given. In order to support the main arguments there
are some additional concepts defined — distance enumerator and permutation
product — having theoretical importance of their own as well.
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