Olgu antud (reaalarvu)maatriksid A4, ..., A,.
Olgu maatriksi A; dimensioonid d;_; X d;.

Mitu arvude korrutamist tuleb teha korrutise A, - - - A,, leid-

misel?



m X n ja n X p maatriksite korrutamisel tekib m X p maat-

riks, arvude korrutamisi tuleb mnp.

Kolme maatriksi korral (A;, As, A3z) voib nende korrutist
leida kahel viisil: (A;A;)Asz ja A;(AzA3z). Molemad anna-
vad sama tulemuse (maatriksite korrutamine on assotsia-
tiivne).

Eisimesel juhul on arvude korrutamiste arv dod d, + dpd2d3.
Teisel juhul on arvude korrutamiste arv dd,ds + dydds.
Need on uldiselt erinevad.

Milline on korrutamiste minimaalne arv? Kuidas seda lei-
da?



Mitmel erineval viisil on voimalik avaldises A;--- A, sulud
paigutada?

Vaatame viimast korrutustehet: A;---A, = (A;--- Ag) -
(Agi1-- - An).

Olgu T; sulupaigutusviiside arv z elemendi korrutamisel.
Siis n elemendi korrutamiseks, kui viimasena korrutatakse
Al - Ak ja Ak_|_1 - An, on Tan_k voimalust.
n—1
= > TyT, . Peale selle T} = 1.
k=1

Seega T,

T, on eksponentsiaalne n suhtes (induktsiooniga on liht-
ne naidata, et T,, > 2™T7). Koigi sulupaigutusvoimaluste
labivaatus oleks vaga kulukas.



Uurime optimaalse korrutamisstrateegia struktuuri. Olgu
k selline indeks, et viimasena korrutatakse A;--- A; ja

Ap1- Ap.

Sel juhul annab maatriksite A4, ..., A, optimaalne korru-
tamisstrateegia meile ka optimaalse korrutamisstrateegia

maatriksite A, ..., Ax ja Agyq,..., A, Jaoks.

T'oepoolest, kui leiduks parem strateegia maatriksite A4, ...
korrutamiseks, siis voiksime A;--- A, leidmisel korrutise
A; - - - Ag hoopis selle strateegiaga leida (ja muidu kasutada
ikka A;--- A, leidmise optimaalset strateegiat). Korruta-
miste arv vaheneks sellest.
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Olgu K, ; minimaalne vajalik korrutamiste arv A;--- A,
leidmiseks (fikseeritud dg, dy, ..., d, jaoks).

A;--- A, leidmiseks minimaalse vajaliku korrutamiste ar-

vu K, ,, leiddmiseks:
o Lelame K 1, Kq.2,... K1 n1]Ja Ky ny, Kn_1.n, ... Ko n.

e Lelame, mitu korrutustehet tuleb teha A;--- A ja
Agyq -+ A, korrutamiseks (iga k jaoks). Vastus: dodid,,.

e Vajalik korrutamiste arv on

min (Ki x + Kii1.n + dodrdy) -

1<k<n—1



do,d, . ..,d, — globaalsed muutujad.

leiaK rek(z,7) on

1
2
3
4
5
6

if 1 = 7 then return 0

tul := o0

for k:=1to7—1do
tk :=leiaK rek(z, k) +leiaK rek(k + 1,7) + d;_1dkd;
if tk < tul then tul := tk

return tul



Keerukus:

T(1) =0(1)
T(n) = iT(k) +T(n—k)+06(n)

Eksponentsiaalne (induktsiooniga on lihtne naidata, et T'(n) >
2"~ 1T'(1)).

Vaatame rekursioonipuud:



Fragment puust:



Vaga palju korratakse.

letaK rek argumentideks on 2 ja 7, kus 1 <2< n ja
1 < 7 < n. Kokku on ©(n?) erinevat véimalikku sisendit
letaK rek-le.

Idee: kogume leiaK vaartused tabelisse. Kui on tarvis leida
leiaK mingil kohal, kus on juba leitud, siis ei arvuta uuesti,
vaid votame tabelist.

initsialiseeriK memo(n) on

1 for:1:=1tondo
2 for 3 :=1ton do
3 Kli,7] = -1
--- —1 tahistab ,,1nitsialiseerimata”



leiaK memo(z,7) on

if K|z,7] # —1 then return K|z, j]
if + = 7 then K|z, 7] := 0; return 0
tul := o0
for k:=1to7—1do
tk := leiaK memo(z, k)+
leiaK memo(k + 1,7) + d;_1dkd;
if tk < tul then tul := tk
7 Kli,7] :=tul
8 return tul
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Koigepealt kutsuda initsialiseeriK memo(n), seejarel
leiaK memo(1,n).



Keerukus: iga paari (7, 7) jaoks taidetakse funktsiooni po-

hiosa 1 kord. Pohiosa on keerukusega ©(j7 — 7). Paare on
©(n?). Kokku on

Y oY > e) =0 .

1=1 j=1 k=1




Meil oli

K, ; = min (sz + Kgy1.5 + dz’—ldkdj)7

i<k<j—1

s.t. K, ; letdmiseks on vaja teada ainult selliseid Ky ;-e,
kusl —k <7 —1.

Me voime tabeli K|z, 7] tdita 7 — ¢ kasvamise jarjekorras.



leiaK tabel(n) on

for :=1ton do Klz,1] :=0
for vahe :=1ton—1do
for 1 :=1 to n — vahe do

7 =1+ vahe

Kli,7] := o0

for k:=1to 7 —1do

if tk < K|t,7]| then K|z, 7| := tk

return K|[1,n|

O© 00 O Ol W DN



Oleme leidnud, kui mitu korrutamistehet vaja laheb.

Aga kuidas tegelikult korrutada? Meil oli

K, ;= min (K;;+ Kgy1.j+ di_1did;),

i<k<j—1

seega vilmasena tuleb korrutada A;---Ax ja Agi1--- Ay,
kus k£ on selline, mis realiseerib selle miinimumai.

Piisab, kui iga K|z, 7| jaoks salvestame ka k, mis miinimumi

realiseeris.



leia korrutusviis(n) on

for :=1ton do Klz,2] :=0
for vahe :=1ton —1do
for 2 :=1 to n — vahe do
7 : =1+ vahe
Kz, 3] := oo
for k:=1to7—1do
if tk < K|1,7] then
K1, 7] =tk
Mz, 7] =k
return M
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Olgu A,,...,A, ja dgy,...,d, globaalsed muutujad. Siis

korrutise A4, ..., A, leidmiseks:

korrutaM(1, n,leia korrutusviis(n)).

korrutaM(z, 7, M) on

1 if 2 = 7 then return A,

2 B := korrutaM(z, M|z, 3], M)

3 C :=korrutaM(M|z,7] + 1,7, M)

4 return B-C --- maatriksite korrutamaine



Naide: olgu meil 6 maatriksit mootmetega 2,6, 4, 5, 2, 3, 4.
Siis K ja M on

1\J
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2o I = S I = [ A

N7 || 1] 2 3 4 5 6
10|48 | 88| 104 | 116 | 140
2 0120 | 88 | 124 | 160
3 0| 40| 64| 96
4 0| 30| 64
5 0| 24
6 0
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Kiireim korrutamisviis: (((A1A2)(A3A4,))As)As.



Eeeltoodud lahendusviisi nimetatakse dunaama:liseks prog-
rammeerimiseks. Sona ,programmeerimine” viitab tabe-

lite kasutamisele optimaalse lahenduse leidmisel.

Dunaamilise programmeerimise kasutamiseks peavad tiles-

andel olema jargmised kaks omadust:
e Optimaalne alamstruktuur.

e Kattuvad alamilesanded.



Optimaalne alamstruktuur — tilesande optimaalne lahen-
dus pannakse mingil viisil kokku tema alamiilesannete op-

timaalsetest lahendustest.

Seejuures tuleb kuidagi fikseerida, millised on voimalikud

alamiilesanded.

e Meil oli: alamiilesande maarasid 2 ja 7, kus 1 < 72 <

J<n



Kattuvad alamulesanded — erinevate alamiulesannete ala-
miulesanded peavad suures osas samad olema.

Koig1 voimalike alamiulesannete hulk e1 tohi olla suur.
e Meil oli selle hulga véimsuseks ©(n?).

See lubab meil koigi alamiilesannete vastused salvestada
peale nende esmakordset leidmist.

Salvestamiseks nagime eespool kahte voimalust.



Olgu s sone pikkusegam.Olgul <11 <19 < -+ < 1 < M.
Sone s|11]8|15] - - - S|1x| nimetame s-1 osasoneks.

Naiteks ,,abdf* on sone ,,abcdefgh® osasone.

Seda, et u on s-1 osasone, tahistame u < s.

Ulesanne: antud sdéned s ja t. Leida nende pikim {ihine

osasone.

(Rakendus: /usr/bin/diff)



Lihtne on kontrollida, kas iiks sone on teise sone osasoOne.
Jargnev funktsioon kontrollib, kas u on s-1 osasone.

1 n:=|s|;m:=|ul;7:=1

2 fori1:=1tondo

3 if s[z] =u|j] then 7:=7+1

4 if 7 = m + 1 then break

5 return j=m+1

See funktsioon leiab u ,vasakpoolseima“ esinemise s-s.

t koigi 2/*! osasdne jaoks kontrollimine, kas tegemist on ka
s-1 osasonega, votaks vaga kaua aega.



Uurime osasoneks olemise struktuuri lahemalt.
Tahistagu PU(s,t) sonede s ja t pikimat iihist osasénet.
Siis PU(e,t) = PU(s,€) = €.

Kui s; T s jat, C t, siis |PU(s1,t1)| < |PU(s,t)].

Kui s # €, siis olgu s’ :=s|1...|s| —1].



Olgu u = PU(s, ).
Lause. Kui s||s|] = t[|t|] (olgu selleks iihiseks taheks z),
siis ul|u|] = .

TOestus. Oletame vastuvaiteliselt, et u[|u|] # z. Kuna u <

', sest u viimane taht ei saa vastata s-

s, slis ka u < s
1 viimasele tahele. Samuti v < t'. Jarelikult uz < s ja

uz < t, seega pole u pikim s-1 ja £ ilhine osasone.

Seega, kui s[|s|] = t[|t|] = z, siis PU(s,t) = PU(s,t)z.



Olgu s, t, u sellised soned, et s||s|| # t||t||. Peale selle olgu
o sl|s|] # ullul];

e u<sjau<t.
Siis u < s’ jau < t.

Seega, kui PU (s, t) viimane taht pole s[|s|], siis PU(s,t) =
PU(s',t).

Analoogiliselt, kui PU(s,t) viimane taht pole t[|t|], siis
PU(s,t) = PU(s,t).

Vahemalt ks neist kahest variandist peab esinema.



)
€, kui s =€ voit =e¢

PU(s',t)s]|s[], kuis # et #¢,s]s[] = t[|¢]

PO (s,t) PU(s,1), kui s 7# €,t # €, s[|s[] # t[[t],
S, — . .
|PU(s',t)| > |PU(s,t')]
PU(s,t'), kui s # €,t # €, s[|s[] # t[|t]],

[PU(s',t)| < |PU(s,t)

\
|PU(s,t)| leidmiseks leiame |PU(s[1...14],¢[1...7])| kdigi
1€40,...,]s|}jag€{0,...,]|t|} jaoks. Keerukus: ©(mn),
kus m = |s| jan = [t|.



Kui P on massiiv, kus P[i,j] = |PU(s[1...4],t[1...7])],
siis leia PU(m,n) leiab PU(s,t). leia PU(4,4) on

if 2=0o0or 7 =0 then return €
if s|z] =t|j] then
return leia PU(7 — 1,5 — 1)s][4]
if Pli1—1,7] > P[:,7 — 1] then
return leia PU(z — 1, 7)
else
return leia PU(z,7 — 1)
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S.t. vaatame, millist varianti (eelmiselt kilelt) kasutati
PU(s[1...4],t[1...7]) leidmiseks.



Massiivi P taitmiseks:
1 m:=|s|; n:= [t
2 for:1:=0tomdo
for 7 :=0 to n do
if 2=0o0r 7 =0 then
Plz,7]:=0
else if s[z] = t|7] then
Pli,7] :=Pli—1,7—-1]+1
else
Pli,7] == max(Plr — 1,7], Pz,7 — 1])
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Naide: Olgu s = ,,abcbdab* ja t = ,bdcaba‘“. Siis P on

i\j || 0 3|4

o1
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PU(s,t) = ,bcba“

1 a

VOl

2Db PU(s,t) = ,bcab*“

VOl

PU(s,t) = ,bdab“

3cC
4 b
5d
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Olgu tasandil antud kumer hulknurk A;A,--- A,. Olgu A,
koordinaadid (z;, y;).

mittekumer

kumer

N

Hulknurk on kumer, kui ta jaab iga oma kiiljega maaratud
sirgest 1ihele poole.



Hulknurga triangulatsioon on tema tiukeldus sellisteks kolm-
nurkadeks, mille tippudeks on selle hulknurga tipud.

Nl

n-nurga triangulatsioon koosneb (n — 2)-st kolmnurgast.

N N



Olgu iga kolmnurga, mille tippudeks on mingid kolm tippu-
dest A4, ..., A,, jaoks defineeritud tema kaal.

S.t. olgu antud funktsioon W, mis votab kolm argumenti
vahemikust 1 kuni n ja tagastab mingi reaalarvu.

Olgu triangulatsiooni kaal temasse kuuluvate kolmnurkade
kaalude summa.

Ulesanne: leida minimaalse kaaluga triangulatsioon.



Vaatame mingit minimaalse kaaluga triangulatsiooni T'.
Tema kaalu tdhistame w(T).

Vaatame hulknurga kiillge A,A;. See kiillg on triangulat-
sioonis mingl kolmnurga kiiljeks.

Olgu selle kolmnurga kolmas tipp Ax.



Ay

Siis defineerib T' ka hulknurga A,A;--- A; mingi triangu-
latsiooni 77 ja hulknurga ApAr.:---A, mingi triangulat-
sioonl T5.

Seejuures w(7T) = W(1,k,n) + w(T1) + w(T>).

Seega on 717 ja 15 minimaalse kaaluga.



Leidmaks A;A,--- A, minimaalse kaaluga triangulatsioo-
ni, tuleb meil leida hulknurkade A1 Ay - - - A ja AgAgy1 -+ - An
triangulatsioonid. Seejuures k € {3,...,n — 2} ning

w(A1Ay---Ay) = min(W(l, 2,n) + w(AyAsz - A,),
min{W(1,k,n)+w(A1A;s - Ax)+w(ArAri1--- Ap) : 3< k< n-2},
W(l, n — 1, ’n) + ’LU(.A.lAz s An—l));

kus w, rakendatuna hulknurgale, tahistab tema min. kaa-
luga triangulatsiooni kaalu.

Leidmaks triangulatsiooni ennast, tuleb meeles pidada, mil-

lise koha pealt miinimum saadi.



Uldjuhul, A; A4 - - A; min. kaaluga triangulatsiooni kaalu
leidmine kaib jargmiselt (sim1 <1< j7<njaj—1>2):
A;

A

w(Az'Az'+1 RN AJ) — IIllIl(W(Z, Z+1,])‘|—W(Az+1Az+2 < e Aj),
W(i,5 —1,5) + w(Aidip - Aj1))



Leidmaks w(A; A4, - - - A,)-i, tuleb jarelikult leida suurused
wlt, 7], kus 1 <1 <3< n,J7—1>2]jawy| tahistab
suurust w(A4;A;11---4A;j).

Leidmine kaib sarnaselt optimaalse maatriksitekorrutusvii-

s1 leidmisele.



