Suunatud graaf G = (V, E) on suunatud tstukliteta, kui
iga kahe tipu u,v € V jaoks ei leidu teed u-st v-sse voOi

v-st u-sse.

G on tugevalt sidus, kul iga kahe tipu u,v € V jaoks
leidub tee ni1 u-st v-sse kui ka v-st u-sse.

Suunatud graafi G tugevalt sidusad komponendid on te-
ma maksimaalsed alamgraafid, mis on tugevalt sidusad.

e Maksimaalne tipuhulkade sisalduvuse mottes.



Suunatud tsukliteta graaf.




Tugevalt sidus graaf.




Graafi tugevalt sidusad komponendid.



Graafi G = (V, E) komponentgraafiks nimetame graafi

G¥omP  mille
e tippudeks on graafi G tugevalt sidusad komponendid;

e kaar graafi G*™P tipust V; tippu V; (siin V;,V; C V)
leidub parajasti siis, kui G-s leiddub serv monest V;-sse
kuuluvast tipust ménda V-1 kuuluvasse tippu.

Graaf G¥°™P on suunatud tsiikliteta.



V>

Naide komponentgraafist.



Kui graaf on suunatud tsukliteta, siis saab tema tippe sel-
liselt jarjestada, et igast tipust lahevad servad ainult selles
jarjestuses kaugemal olevatesse tippudesse.

Kui selline jarjestus on antud, siis utleme, et tipud on to-
poloogiliselt sorteeritud.

Algoritm tippude topoloogiliselt sorteerimiseks: Kiho kons-
pekt, joonis 6.2. Tema keerukus on O(|E|).



Naide suunatud tsukliteta graafi tippude topoloogilisest
sorteerimisest.



Suunatud tsukliteta graafis saab luhimaid teid mingist fik-

seeritud tipust u koigisse teistesse tippudesse leida ajaga
O(|E]).

{vi,...,vn} := topol sorteeri(G)
for all v € V do DJv] := o0
Dlu]:=0
for 2:=1ton do
for all w € G~ lv; do
Dlv;] := min(D|v;], D|w] + £(w, v;))
return D
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Tsukkel ridades 4-5 toimub tile koigi servade. Sellest ka
keerukus O(|E|).

Seda tsiklit voib teha suvalises sellises jarjekorras, et kui
serv (w;, wy) vaadatakse 1abi enne serva (ws, wy), siis w; <

Way.

Siis voib kindel olla, et (w3, w,) labivaatus ei mojuta w;
kaugust u-st.

Muuhulgas siis ka...

4 fori1:=1tondo
5 for all w € Gv; do
6 D|w] := min(D|w], D[v;] + £(v;, w))



Kuidas leida graafi tugevalt sidusaid komponente?
Naiivne algoritm — leiame koigi tippude vahelised kaugu-
sed, kontrollime kdigi paaride u,v € V jaoks, kas d(u,v) <
oo ja d(v,u) < oo.

Vaatame jargmist graafi sugavuti labimise algoritmi, mis

oma t00 tulemusena jarjestab tipud vastava tipu tootlemise

[opetamaise jarjekorras.

Igal tipul v olgu kaks toovalja: v.labitud ja v.grknr.



siigavuti(G) on

for all v € V do v.labitud := false
aeqg := 0
for all v € V do

if —v.labitud then kiilasta(v)

B O N =

kiilasta(v) on

v.labitud := true
for all w € Gv do

if —w.labitud then kiilasta(w)
aeq := aeg + 1; v.grknr .= aeg

= O N =



































































































Tahelepanekuid algoritmi kohta:

Iga tipu v jaoks, mille jaoks ,sugavuti“ 4. real ,kulasta“
valja kutsutakse, kaiakse enne tagasipoordumist labi koik
tipud, kuhu v-st jouda voib ja mis el ole veel 1abi kaidud.

S.t. 1ga v jaoks, mille jaoks ,kilasta” kutsuti valja ,stigavuti-
st, ja 1ga w jaoks, kuhu on v-st voimalik minna, kehtib
v.grknr > w.jrknr.



Iga tugevalt sidus komponent kaiakse labi sama ,kulasta"
,Sugavuti“-st valjakutse ajal.

Kui v on esimene tipp mingist tugevalt sidusast kompo-
nendist, mille jaoks ,kiilasta“ valja kutsutakse, siis enne
tagasipoordumist kaiakse labi see tugevalt sidus kompo-
nent ning samuti koik tugevalt sidusad komponendid, kuhu
sealt saab ning mis el ole veel labi kaidud.



Olgu Vi, V5 kaks tugevalt sidusat komponenti, ni1 et V;-st
saab V5-e. Olgu v; € V; ja v, € V;, max. .grknr-ga tipud
neist komponentides. Siis vi.9rknr > vy.97knr.

Kui seame G*°™P igale tipule (s.t. esialgse graafi tugevalt si-

dusale komponendile) U C V vastavusse arvu max v. Jrknr,
ve

siis saame G*™P tipud topoloogiliselt sorteeritud (kahane-

vas jarjekorras).
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Algoritm tugevalt sidusate komponentide leidmiseks:

1
2
3
4
5
6

stigavuti(G)
for all v € V do v.labitud := false; s[v.jrknr| := v
K:=10
for 2 := |V| downto 1 do

if —s(z].labitud then K := K U {komponent(s|z]|)}
return K

komponent(v) on

= D N =

v.labitud := true

k:= {v}
for all w € G™'v do
if —w.labitud then k := k U komponent(w)
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Olgu meil antud objektid z4,...,z,. Me soovime pidada
andmestruktuuri, mis vastaks hulkade komplektile (.Sy, ..., Sk),
nii et 1ga element z; kuuluks tapselt iihte hulkadest S;.

Me soovime jargmiseid operatsioone:

e tee klass(x) lisab juba vaadeldavatele objektidele uue
objekti z, samuti lisab ta uue hulka S ja votab z-1 selle
ainsaks elemendiks.

e iihenda(z,y) tithendab hulgad, millesse kuuluvad z ja
y, uheks hulgaks.

e leia esindaja(z) tagastab selle hulga S, kuhu z kuu-
lub, mingi elemendi. Seejuures tagastab ta hulga S iga
elemendi jaoks sama elemendi..



Galler-Fisheri meetodil klasside kujutamisel on igal ob-
jektil kaks abivalja — .v21it ja .h.

Klassi kujutatakse puuna tema elementidest, .v1:t on viit
ulemusele. Objekti vali .~ on mingi naturaalarv, mis on

vahemalt sama suur kui alampuu, mille juureks see objekt
on, korgus.

Kui mingi objekt on klassi kujutava puu juureks, siis tema
vt viitab talle enesele.

leia esindaja(z) tagastab z-i sisaldava puu juure.



Naiteks voib ({a},{b,d,e,f,h,k}, {c,g,1}) kujutatud olla jarg-

misel viisil:Q‘a | Q‘g Q‘c
SN
SN

2

0
]



tee klass(z) on

1 zowut: =z, z.h:=0

tihenda(z, y) on

1 lingi(leia esindaja(z),leia esindaja(y))
lingi(z,y) on

1 if z.h > y.h then y.viit := z else z.v11t .=y
2 if z.h = y.h then y.h :=y.h +1



leia esindaja(z) on

1 if z # z.v1it then
2 z.viit := leia esindaja(z.viit)
3 return z.viit

lela_esindaja teeb
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Keerukus: kui meil on n objekti ja m operatsiooni tee klass,
ihenda ja leia esindaja, siis ajakulu on O(mlog™ n).

log* n on selline 7, et 0 < log---logn < 1.

n-i vahemik log™ n
n=1 0
n = 1
3<n<4 2
5<n< 16 3
17 < n < 65536 4
65537 < n < 205536 5



Me naitame, et n objekti korral on m operatsiooni tee klass,
lingi ja leia esindaja ajakulu on O(mlog*n).

S11s on ka m operatsiooni tee klass, ihenda jalela esindaja
ajakulu O(mlog™ n), sest nad sisaldavad iilimalt 3m ope-
ratsiooni tee klass, lingl ja lela esindaja.



Puude struktuuri ja selle muutumise kohta t60 jooksul voib
oelda jargmist. Olgu z mingi objekt.

e Alguses on £ mingi puu juur. Kui ta too kaigus mingil
hetkel mittejuureks muutub, siis e1 saa ta enam kunagi

juureks.

e Kirjutusviis z.v1it = z tahendab ,,z on mingi puu

juur.



Moned tulemused valjade .h vaartuste kohta ja nende muu-
tumise kohta t00 jooksul. Vaatame mingit objekti .

o Kul z.v1it # z, siis ¢.h < z.vit.h.

e Alguses on z.h = 0. T00 jooksul ta el vahene. Alates
hetkest, kus z.v11t # z, £.h enam el muutu.

e z.v11t.h t00 jooksul el vahene.

e Olgu P(z) tippude arv alampuus, mille juureks on z.
Siis P(z) > 2%".



T'Oestused on induktsiooniga ule tehtud operatsioonide ar-

vVu.

Kehtigu eelmisel slaidil toodud vaited peale mingit arvu
operatsioone. Teeme jarjekordse operatsiooni.

Kui see oli tee klass(z), siis saab z.h vaartuseks 0. z on

mingi puu juur. P(z) = 1 = 2%",



Kui see oli lingi(z, y), siis muutused toimuvad ainult z-i ja

y-1 juures.

Kui enne operatsiooni z.h # y.h (lldisust kitsendamata
loeme, et z.h < y.h), siis parast operatsiooni on juureks
mittevoetud tipu z vali .h vaiksem kui juureks voetud tipu
y vali .h.

Samuti on parast operatsiooni P(y) > 2V-" 4 2%" > v,

Kui enne operatsiooni z.h = vy.h, siis parast y.h = z.h +
1 > z.h. Samuti P(y) > 2¥h~1 4227 = 2. 2vh=1 — U

lingl on ainus operatsioon, mis muudab valja .A vaartusi.
Muudetakse tipul, mis on puu juur.



Kui jarjekordne operatsioon oli leia esindaja(z), siis vOis
z.v11t hakata viitama korgemale kui varem.

Kuna ennem oli z.h < z.vit.h 1ga tipu z jaoks, siis puus
ulespoole litkudes valja .h vaartused suurenevad.

Valja z.v11t muutes siis z.vi1t.h suurenes.



Jareldus. Tippe, mille valja .~A vaartus on vahemalt r, on
ilimalt n/2".

Toestus. Kui mingi tipu z jaoks omistatakse z.h := r, siis
peab puus, mille juureks on z, olema vahemalt 2" tippu.
Nende tippude (v.a. z ise) aste on vdiksem kui r ja enam
el muutu.

Kuil mone teise tipu y jaoks omistatakse y.h := r, siis peab
puus, mille juures on y, olema vahemalt 2" tippu. Need ti-
pud peavad olema erinevad puu, mille juureks on z, tippu-
dest, sest  e1 kuulu puusse, mille juureks on y.

Seega saab ulimalt iga 2"-s tipp saada .h vaartuseks r voi1
enam. Muuhulgas on siis iga tipu valja .h vaartus < logn.



Uks operatsioon tee klass vi lingi vajab konstantset aega.

Uhe operatsiooni leia esindaja(z) todaeg on proportsio-
naalne objekti z kaugusega teda sisaldava puu juurest selle
operatsiooni tegemise hetkel.

Me naitame, et peale m-1 operatsiooni on nende kauguste
summa O(mlog* n).



Vaatame mingit operatsiooni leia esindaja(z).

Vaatame ahelat tipust z teda sisaldava puu juureni. Var-
vime sellel ahelal tipud jargmiselt:

e Juure ja tema vahetu jarglase varvime roheliseks.

e Mone teise tipu v sellelt ahelalt varvime punaseks pa-
rajasti siis, kui log™ y.h # log™ y.viit.h.

— Defineerime log* 0 := —1.

e Ulejiddnud tipud virvime siniseks.

— Neil tippudel log™ y.h = log™ y.viit.h.



log“e.h =5




Igal operatsioonil leia esindaja on ulimalt kaks rohelist ja
tilimalt log*logn = log® n — 1 punast tippu.

Kuil mingi tipp = on kunagi olnud punane, siis el saa ta
enam kunagi edaspidi olla sinine, sest

e r.h enam ei muutu, seega ei muutu ka log™ z.h;
e log™ z.h < log™ z.viit.h;

e z.viit.h saab iiksnes suureneda, seega ka log® z.viit.h

saab uksnes suureneda.



Uurime, mitu korda saab ks tipp olla sinine.

Kul tipp = on mingis operatsioonis lela esindaja sinine,
siis muutub tema otsene ulemus. S.t. z.v11f.h suureneb sel-
le operatsiooni kaigus.

Ta saab suureneda ainult senikaua kuni log* z.viit.h =
log™ z.h, muidu muutub tipp punaseks.

Olgu S(z) kordade arv, mil tipp z vOib olla sinine. Siis on
m operatsiooni tehes operatsioonidel lela esindaja vaadel-
davate ahelate pikkuste summa ilimalt

2m +m(log*n — 1) + Z S(z;) .

1=1



Tahistame: 2* 2 := —1, 2*1:=0, 20 := 1, 2% .= 22"
.2
S.t. 2% = 2% }z

Siis log* n = ¢ parasjagu siis, kui 2* ! +1 < n < 2*.

Olgu 5 = log* z.h. Siis z.viit.h vOib suureneda iilimalt
2* — 2*~1 _ 1 korral, nii et log* z.veit.h el saa suuremaks
kui log™ z.h.

gt S(a:) < 2*1og* z.h 2*(log* z.h)—1 1.



Olgu N(j) = [{z : log™z.h = j}|. Siis on m operatsiooni
tehes operatsioonidel leia esindaja vaadeldavate ahelate
pikkuste summa ulimalt

log* n—1
om +m(log*n—1)+ »  N(5)(2¥ —2"7"-1) .
j=—1
Peale selle,
2*J
. 7
r=2*-141

sest tippe, mille valja .A vaartus on vahemalt r, on ulimalt
n/2".



2*J 2% _2*1—1_1

. n n 1
N(7) < Z or — 92w111 Z or
r=2*%1-141 r=0
n =1 n-2 n
= 924141 Z or - 2% 141 - 02+~ 1
r=0

2n, kui 7 = —1

n ki 7> 0
\%, ul 7 =2




log* n—1

2m + m(log”

g'n—1)+ Z N(5)(2%

j)(27 — 277
2 277 =1) <
m(log™ n + BN
D+ ), N(E)?2Y <
j=—1
m(log*n + 1) 4 2n2*~ 1+10gi1 '
2*J 27 =
7=0
o log* n—1
(log*n + 1) + Z n =
7=0

m(log”
(log"n+ 1) +nlog*n = O(mlog™n)



