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Algoritm on arvutussammude tegemise eeskiri, et mingi-
test sisenditest valja arvutada mingid valjundid.

Turingl masinad, osaliselt rekursiivsed funktsioonid, A-arvutus,

jne. el defineeri, mis on algoritm.

Nad defineerivad ainult, mis on algoritmiliselt ar-

vutatav.

Kaesolevas kursuses uurime algoritme erinevate tilesannete

lahendamaiseks.

...ning neid toetavaid andmestruktuure.



e Olgu meil mingi algoritm mingi tilesande lahendamiseks.

Kuidas otsustada, kas see on ka hea algoritm?

e VOI1, kui meil on mitu algoritmi sama ulesande lahen-

damiseks, siis milline neist on parim?



e Olgu meil mingi algoritm mingi tilesande lahendamiseks.

Kuidas otsustada, kas see on ka hea algoritm?

e V01, kul meil on mitu algoritmi sama ilesande lahen-

damiseks, siis milline neist on parim?

e Algoritm on hea, kui tema aja- ning ressursikasutus on
piisavalt vaike.
— Ressursid — malu, vorguliiklus, jne.

— Ressursivajadus el saa olla suurem kui ajavajadus.

(Raagime algoritmidest, mitte reaalsetest programmidest.)



Algoritmi to0 soltub 1lmselt tema sisendandmetest.
Tooaeg soltub ka.

Tahaks mingeid garantiisid... mis on algoritmi maksi-

maalne tooaeg?

[lmselt oo — mida suurem sisend, seda rohkem kulub

aega.



Kaesolevas loengus uurime, kuidas hinnata algoritmi tehtava-

te sammude arvu soltuvalt sisendi suurusest.

Antud algoritmi jaoks huvitab meid funktsioon 7', mille
korral T'(n) on selle algoritmi tehtavate sammude maksi-

maalne arv sisenditel, mille suurus on n. (,,ajaline keerukus
halvimal juhul®) Monikord huvitab ka

e keskmine keerukus;

e amortiseeritud keerukus.



Naide: rea summa.

Sisend: Arvumassiiv a. Suurus 1 on massiivi pikkus.

Algoritm:
1 s:=0 taidetakse 1 kord
2 for2:=1ton taidetakse n korda
3 sS: =S+ a; taidetakse n korda
4 return s taidetakse 1 kord

Kokku tehakse (c, + c3)n + ¢; + ¢, sammu, kus ¢; on z-ndal

real tehtavate sammude arv.



Naide: mullisort.
Sisend: Massiiv a. Suurus n on massiivi pikkus.

Algoritm:
1 fori:=1ton-—1
2 for 9 .=14+1ton
3 if a; > a; then
4 a; .=—. Ay
5 return a



Naide algoritmi toost
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2 for 7:=1+1ton
3 if a; > a; then
4 a; :=:a;

5 return a
BBk




Naide algoritmi toost

Algoritm:
1 forz:=1ton-—1
2 for 7:=1+1ton
3 if a; > a; then
4 a; :=:a;

5 return a
BGE




Naide algoritmi toost

Algoritm:
1 forz:=1ton-—1
2 for 7:=1+1ton
3 if a; > a; then
4 a; :=:a;

5 return a
3 5.9




Naide algoritmi toost

Algoritm:
1 forz:=1ton-—1
2 for 7:=1+1ton
3 if a; > a; then
4 a; :=:a;
5 return a




Naide algoritmi toost

Algoritm:
1 forz:=1ton-—1
2 for 7:=1+1ton
3 if a; > a; then
4 a; :=:a;
5 return a




Naide algoritmi toost

Algoritm:
1 forz:=1ton-—1
2 for 7:=1+1ton
3 if a; > a; then
4 a; :=:a;
5 return a




Naide algoritmi toost

Algoritm:
1 forz:=1ton-—1
2 for 7:=1+1ton
3 if a; > a; then
4 a; :=:a;

5 return a
5




Naide algoritmi toost

Algoritm:
1 forz:=1ton-—1
2 for 7:=1+1ton
3 if a; > a; then
4 a; :=:a;
5 return a




Naide algoritmi toost

Algoritm:
1 forz:=1ton-—1
2 for 7:=1+1ton
3 if a; > a; then
4 a; :=:a;
5 return a




Naide algoritmi toost

Algoritm:
1 forz:=1ton-—1
2 for 7:=1+1ton
3 if a; > a; then
4 a; :=:a;
5 return a




Naide algoritmi toost

Algoritm:
1 forz:=1ton-—1
2 for 7:=1+1ton
3 if a; > a; then
4 a; :=:a;
5 return a




Naide algoritmi toost

Algoritm:
1 forz:=1ton-—1
2 for 7:=1+1ton
3 if a; > a; then
4 a; :=:a;
5 return a




Naide algoritmi toost

Algoritm:
1 forz:=1ton-—1
2 for 7:=1+1ton
3 if a; > a; then
4 a; :=:a;
5 return a




Naide algoritmi toost

Algoritm:
1 forz:=1ton-—1
2 for 7:=1+1ton
3 if a; > a; then
4 a; :=:a;
5 return a




Naide algoritmi toost

Algoritm:
1 forz:=1ton-—1
2 for 7:=1+1ton
3 if a; > a; then
4 a; :=:a;
5 return a




Naide algoritmi toost

Algoritm:
1 forz:=1ton-—1
2 for 7:=1+1ton
3 if a; > a; then
4 a; :=:a;
5 return a




Naide: mullisort.

Sisend: Massiiv a. Suurus n on massiivi pikkus.

Algoritm:
1 forz:=1ton—-1 n — 1 korda
2 forj:=1+1ton n(n — 1)/2 korda
3 if a; > a, then n(n — 1)/2 korda
4 a; :=:a, tilimalt n(n — 1)/2 korda
b return a 1 kord
Kokku tehakse tilimalt 2+S+cen? 4 2a-c-c—cpy 4 (¢ —¢,)

2—n+(cs—c1) sammu.

sammu ning vdhemalt ©2Fen?4 2a-



Rea summeerimisel tehakse ulimalt pn 4+ g sammu mingite
konstantide p ja g korral ning mullisordil {ilimalt p'n? +

g'n + r' sammu mingite konstantide p’, ¢’ ja r’ korral.

Konstantide tapsed vaartused soltuvad realisatsioonist, me

el puua neid leida.

Kui n on kiullalt suur, siis pn on enam-vahem sama suur
kui pn + g ning p'n? on enam-vihem sama suur kui p'n® +
gn+1' s.t.

p'n?

, on , ,
lim =1 ja lim =1
n—oo PN + ¢ n—oo P'n? + qg'n + '




Seega rea summeerimisel tehakse ulimalt umbes pn sammu

ja mullisordil umbes p'n? sammu.

See, kui palju uks samm aega votab, soltub arvuti kiirusest.

Moore’i ,seadus*. Transistoride tihedus kiibil
(ja seega ka arvuti kiirus) kahekordistub iga 18 kuu

jarel.
Seega pole ka p ja p’ konkreetsed vaartused eriti huvitavad.

Huvitav osa on rea summeerimise sammude arvu juures

,n* ja mullisordi sammude arvu juures ,,n°“.



Olgu f ja g kaks naturaalarvuliste argumentidega ja posi-

tiivsete vaartustega funktsiooni.

f on O(g), kui leiduvad ¢ > 0 ja ng € N nii, et iga n > ng
korral f(n) < cg(n).

pn+q on O(n) ja pn®+gn+r on O(n?). Kordajaks ¢ voib
votta suvalise arvu, mis on suurem kui p.

Lause. f on O(g) parajasti siis, kui leidub ¢ > 0 nii, et iga
n € N korral f(n) < cg(n).



TOestus. Vastavalt ,on O(...)"“ definitsioonile leiduvad
c > 0 ja ng € N nii, et iga n > ng jaoks f(n) < cg(n).

Iga1€41,2,...,n0 — 1} jaoks olgu c; = f(2)/g(z).

Noudsime, et f ja g oleksid positiivsed. Seega nul-

liga jagamist siin e1 toimu.
Olgu ¢’ = max{c,c1,C2,...,Cny_1}-

Siis iga n € N jaoks f(n)/g(n) < c, s.t. f(n) < dg(n).

[]



f on ©(g), kui f on O(g) ja g on O(f), s.t. leidub ¢ > 0
ja ng € N nii, et iga n > ng korral Lc”) < f(n) < cg(n).

f on Q(g), kui g on O(f).

Kui sama ulesande lahendamiseks on teada kaks erinevat
algoritmi, millest iihe keerukushinnang on parem (vaik-
sem) kui teise oma, siis on tdenaoline, et vahegi suuremate

sisendite korral tootab esimene algoritm kiiremina.



Rea summeerimise algoritmi to0aeg halvimal juhul on ©(n).
Mullisorteerimisalgoritmi t66aeg halvimal juhul on ©(n?).

n — tilesande suurus (massiivi pikkus).
To6oaeg — funktsioon T'(n), mida me alguses mainisime.

Uldiselt: kui mitterekursiivses algoritmis on k for-tsiiklit
uksteise sees ja neist koigi iteratsioonide arv soltub n-st

lineaarselt, siis algoritmi keerukus on ©(n*).



Naide: kahe n X m-ruutmaatriksi korrutamine.
Sisendid: maatriksid a ja b. Valjund: maatriks c.

Algoritm:

1 forz:=1ton
2 for 7 :=1ton

3 Cij -— 0
4 for k:=1ton
5 Cij «— Cij + Qi - bkj

Keerukus ©(n?).



Naide: kahendotsimine.

Sisend: Sorteeritud massiiv a ja element . Suurus n on
massiivi pikkus.

Algoritm: otsi(a, z,1,n), kus otsi(a, z,l,7) on

—

if [ > r then
return FALSE
k= |(l+7)/2]
if a, = = then
return TRUE
else if ¢ < a; then
return otsi(a, z,l,k — 1)
else
return otsi(a,z,k + 1,7)
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Rekursiivsest valjakutsest ulejaava osa tooaeg on piiratud

mingl konstandiga c.

Rekursiivne valjakutse lahendab iilesande suurusega ~ n/2.
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Tase n/4

Tase n/8

Tase 1

T — 0 — 0 — 0 — 0



Tase n C
Tase n/2 c
Tase n/4 c
Tase n/8 c

i
Tase 1 c

Mitu taset on kokku?



Tase n

Tase n/2

Tase n/4

Tase n/8

Tase 1

T — 0 — 0 — 0 — 0

Mitu taset on kokku? [log, n]

Tooaeg: < c-log, n, mis on B(logn)



10.

© 0 N o ook W b=

a- fon O(f).

Kui f on O(h) ja g on O(h), siis f + g on O(h).
Kui f on O(g) ja g on O(h), siis f on O(h).

Kui r < s, siis n” on O(n?).

k-nda astme poliinoom on O(n*).

Kui f; on O(g1) ja f2 on O(g2), siis f1f2 on O(g192).
n* on O(a"), kui a > 1.

log, n on O(n*), kui b > 1.

log, n on ©(log,n) iga b,d > 1 korral.

> oo, 1" on ©(n"t).



Toestus. Eelmise lause kohaselt:

fonO(g9) < dc>0Vn e N: f(n) < cg(n)
< dc>0dng e NVn > ng: f(n) < cg(n) .

1. vaide: a - f on O(f). Konstandiks ¢ votame a.

2. vaide: f on O(h) ja g on O(h) = f 4 g on O(h). Olgu
cs ja c, sellised konstandid, et f(n) < crh(n) ja g(n) <
c,h(n) iga n € N jaoks. Siis f(n)+g(n) < csh(n)+c,h(n).
Konstandiks ¢ votame cy + c,.

3. vaide: f on O(g) ja g on O(h) = f on O(h). Olgu cy ja
c, sellised konstandid, et f(n) < crg(n) ja g(n) < ch(n).
Siis f(n) < cscyh(n). Konstandiks ¢ votame cyc,,.




4. vaide: Kui r < s siis n” on O(n®). Olgu ¢ = 1. Siis

1
n°*/n" =n*".Kunan>1jas—r >0,siis n®" > 1.

5. vdide: k-nda astme poliinoom on O(n*). Jareldub 1., 2.

ja 4. vaitest.

6. vaide: f; on O(g:1) ja fo on O(g2) = fif: on O(g192).
Olgu c; ja cy sellised konstandid, et fi(n) < c19:1(n) ja

f2(n) < c292(n) igan € N jaoks. Siis f1(n) f2(n) < cic2g1(n)g2(n).
Konstandiks ¢ votame c;cs.




Lemma. Kui f ja g on naturaalarvuliste argumentide ja

positiivsete vaartustega funktsioonid ning lim %
n— 00

teerib ja on vaiksem kui oo, siis f on O(g).

eksis-

Toestus. Olgu ¢ = lim,_, fg ; ja ¢ = ¢ + 1. Vastavalt

piirvaartuse definitsioonile leidub selline ng € N, nii et iga

f(n)
g9(n)

Need c ja ng rahuldavadki ,on O(...)" definitsiooni.

n > mg jaoks erineb %) suurusest ¢’ vihem kui 1 vorra.



7. ja 8. vaide: n* on O(a™) ja log, n on O(n*), kui a,b > 1.
Jareldub sellest, et lim, oo % = lim, o, 22" = 0.

9. vaide: log, n on ©(log,; n) iga b,d > 1 korral. Kuna keh-

tib log, n = log, d - log, n, siis vottes ¢ = log, d naeme, et
log, n on O(log,;n). Analoogiliselt log,n on O(log, n).



10. véide: Y . , 4" on ©(n"*1).

n

n
g 7" < g n"=n-n"=n""tt .
i—1

1=1

Seega vOttes ¢ = 1 ndeme, et >, ¢" on O(n" ).

Dz Y > ) In/2) =

i=1 i=|n/2] i=|n/2]
[n/2] - [n/2]" ZFn 22 (n/3)

Seega vOttes ng = 2 ja ¢ = 1/3""! ndeme, et Y " 7" on
Q(n“‘l)_



Kui f on funktsioon, siis kirjutis O(f) tahistab ka koigi
selliste funktsioonide g hulka, mis on O(f). ©(f) ja Q(f)
omavad sarnaseid tahendusi.

Kirjutis A(O(f1),-..,0(fx)) = A(O(f;),...,O0(f])) tahendab, et
e iga g1 € O(f1),-..,9% € O(fx) jaoks
e leiduvad g; € O(f;),.-.,9; € O(f;) nii, et
o A(g1,---,9x) = 491, 91):

Néiteks kirjutis f(n) = O(n?) tdhendab, et f(n) on O(n?).

Kirjutis f(n) + O(logn) = O(n?) tihendab, et f + g on
O(n?) iga g jaoks, mis on O(logn).

Kui f on O(g), siis f(n) = O(1)g(n).



Naide: sorteerimine uhildusmeetodil

Algoritm massiivi a pikkusega n sorteerimiseks:

e Sorteerl massiivi a esimene pool a; |n /2.

e Sorteerl massiivi a teine pool a|n/2|+1..n-

e Uhilda kaks sorteeritud poolt.

Alamiulesanne: olgu antud sorteeritud massiivid a ja b,
kumbki pikkusega =~ n. Kuidas neid uhildada? S.t., kui-
das koostada nende massiivide sisust sorteeritud massiiv c

pikkusega 2n?
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b= 71910 11
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Naide: sorteerimine uhildusmeetodil

Algoritm massiivi a pikkusega n sorteerimiseks:

e Sorteerl massiivi a esimene pool a;_|n /2.
e Sorteerl massiivi a teine pool a|n/2|+1..n-
e Uhilda kaks sorteeritud poolt.
— loo ajutine massiiv b pikkusega n;
— uhilda massiivi a kaks poolt, salvesta tulemus mas-
S11v1 b;
— kopeeri massiiv b massiivi a.
— Keerukus: ©(n).

Mitterekursiivne osa vajab seega < ¢ -7 sammu.
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Tase n cn
Tase n/2 cn /2 cn /2
Tase n/4 cn/4  cn/4 cn/4  cn/4

Tase n/8

Tase 1 cC ¢ ¢ C .



Tase n cn cn

Tase n/2 cn /2 cn /2 cn
SN N
Tase n/4 cn/4  cn/4 cn/4  cn/4 cn
AN ANVANVAN
Tasen/8 < £ < <@ a4 a2 & & cn
RA AR AR AR
Tasél c ¢ ¢ cC.. . <cn

Tasemete arv: log, n

Tooaeg: < cnlog,n = O(nlogn)



Naide: lausearvutusvalemi rahuldatavus.

Sisend: Lausearvutusvalem A (koosneb muutujatest ja loo-

gilistest tehetest). Suuruseks n loeme muutujate arvu.

Algoritm: rahuldatav?(A), kus rahuldatav?(A) on

1 ,lihtsusta“ A
if A = true then
return TRUE
else if A = false then
return FALSE
Olgu z uks A muutujatest
A = A:c(—true; Af = Az talse
return rahuldatav?(A;) Vv rahuldatav?(Ay)

O J O O & W I



Olgu T'(n) programmi t6oaeg (halvimal juhul) sisendil suu-
rusega n. Siis T'(1) =cja T(n) < 2T(n — 1) 4+ p(n) mingi

konstandi ¢ ja polinoomi p jaoks.

|Pole paris korrektne, aga loeme siin, et valemi pikkus on

poliinomiaalne muutujate arvu suhtes.]

Seega T'(n) < 2" e+ > 7, 2" "p(3) = O(np(n)2") = 20,



Teoreem. (,pohiteoreem”, “Master Theorem”) Olgu a >
1, b > 1, olgu f(n) mingi kasvav funktsioon. T'ahistame
k = log, a. Olgu T'(n) defineeritud jargmiselt:

T(n) = a- T(n/b) + f(n) .
Siin n/b voib olla kas |n/b| voi [n/b].
e Kui f(n) on O(n*~¢), siis T(n) on ©(n*).
e Kui f(n) on ©(n*), siis T(n) on ©(n*logn).
o Kui f(n)on Q(n**¢) ningaf(n/b) < cf(n) mingic < 1

ja koigi kiillalt suurte arvude m jaoks, siis T'(n) on

O(f(n)).



Kahendotsimisel oli T'(n) = T(n/2) + f(n), kus f(n) on
©(1). Siina =1, b =2 ja k = log,a = 0. Seega f(n) on
©(n*). Teoreemi teise variandi jargi siis T'(n) on ©(n* log n)
ehk ©(logn).

Uhildusmeetodil sorteerimisel oli T'(n) = 2T(n/2) + f(n),
kus f(n) on ©(n). Siina = 2,b =2jak = log,a = 1. Seega
f(n) on ©(n*). Teoreemi teise variandi jargi siis T'(n) on
B(nlogn).



af(n/b)
a’f(n/b%)

a®f (7_1/ b°)

logy, n

> a'f(n/b')

1=0



Toestus. Kui n = b*, siis

a’T(n/b*) =--- =
a6 + @' T(1) =

Kirjutades ©(n*) oleme eeldanud, et T’ on ainult b astmetel

defineeritud.



7=0
k} gne_l
= N —
bt — 1

Pohiosa ,raskusest” on puu lehtedes.




§=0 §=0
1—1 j Ak kz—l Qg
;a <bj> - ;(M)
1—1
§=0

=nf.1=n"log,n .

Puu koik tasemed on sama ,rasked”.



Kui n = b ja af(n/b) < cf(n), kus ¢ < 1, siis

1—1 1—1

)@ f(n/¥) <) f(n) <
<Hm)2 e = fm)— = O(f(n)) -

Kuna see summa sisaldab liiget f(n) ning koik liikmed
on mittenegatiivsed, siis on ta ka Q(f(n)), kokku seega

O(f(n)).
Pohiosa ,raskusest” on puu juures.

Oleme toestanud teoreemi juhuks, kui T'(n) on defineeritud
ainult b astmetel.



Olgu n suvaline naturaalarv. Kui T'(n) = aT'(|n/b|)+ f(n),
siis on lihtne naidata, et T'(n) on Q(...) (tingimustel, mille
kohta teoreem vaidab, et T'(n) on ©(...)). Meil tuleb veel
naidata, et T'(n) on O(...).

Olgu ng, n1, ... defineeritud jargmiselt:
Ng ="
Njy1 = [n;/b]
| -1
Kuna n,.1 < %2 + 1, sils n; < %+s:ob% <E 4%

Olgu 2 = |log, n|, siis n; = O(1).

() = aT(n)+ Y f(m) < O +>_ 'f 5+ 52
j=0



Kui f(n) = O(n*7¢), siis




Kui f(n) = ©(n*), siis analoogiliselt

1—1 1—1
- b
Za7f<n—|— ) a7< ) = O(n*logn) .
b, b-1 —

J=0 J

Kui af([n/b]) < cf(n), kus ¢ < 1, siis @’ f(n;) < ¢ f(n)

ning



e Asumptootikuid kasutades tehakse eeldus, et problee-

mi suurusega voib lopmatusse minna.

e Arvutiarhitektuuri ebaregulaarsustest tingituna voib
mone algoritmi reaalne todaeg (arvutile joukohastel
probleemisuurustel) olla sarnasem mone teise funkt-

siooniga kui leitud O-hinnang.

e Kaesolevas kursuses uurime ikkagi asumptootikuid.



