Olgu antud mingi tahestik 2 — lihtsalt mingi 10plik hulk.

Tema elemente nimetame tahtedeks.

Sone on tahestiku elementide mingi (16plik) jarjend. Koigi
sonede hulka ule tahestiku X tahistame >:*-ga.

Sone t pikkus on tahtede arv temas. Tahistame |¢|.
Sone ¢ tahti tahistame t[1], ¢[2], . .., t[|t]]. S.t. t = ¢[1]t[2] - - - t]|t]].
Alamséone: t[i... 7] :=tls]t]e + 1] - - - t[7].

Tihja sonet — ainukest sonet pikkusega 0 — tahistame

€-ga.

Kuiz > 7, siis tlz...7] :=€.



Olgu s,t € X*. s esineb t-s positsioonis 1, kui
tle...1+|s| —1] =s.

s on t prefiks, kui s esineb t-s positsioonis 1. T'ahistame
s [ t.

s on t sufiks, kui s esineb t-s positsioonis [t| — |s| + 1.
Tahistame s T ¢.

Ulesanne: antud s ja t. Leia kdik sellised positsioonid 1, et

s esineb t-s positsioonis 1.



Naiivne algoritm:

1 J:=0;m:=|s|; n:= |t

2 fori:=1ton—m+1do

3 if vordle sonesid(s,m,t,2) =0 then J <1
4 return J

vordle soOnesid(s,m,t,¢) kontrollib, kas sone s pikkusega
m on vordne alamsonega t|z...1+m — 1]|. Tagastab vahima
sellise 7, kus s[7] # t|z + 7 — 1]. Kui sellist ei leidu, siis
tagastab 0. Ta on:

1 for 7:=1tomdo

2 if s[7] #t|1 — 1+ 5] then
3 return 7

4 return O



Keerukus: ©(m(n —m)), kus m = |s| jan = |t|.



w




1 =2 J ={2}
5|6 7135
5|6




1 =3 J ={2}
5|6 713]5
315




J={2}




J={2}




J={2}




J={2}




J ={2}




J ={2}




J={2}




i =11 J={2,11}

213/5/6|19(3|5|0(4]7|3|5]/6[9|3|5[8|4|7]0

31516193

3151693



i =12 J={2,11}

213/5/6|19(3|5|0(4]7|3|5/6[9|3|5[8|4|7]0

31516193

3151693



i =13 J={2,11}

213/5/6|19(3|5|0(4]7|3|5]/6[9|3|5[8|4|7]0

31516193

3151693



i = 14 J={2,11}

213/5/6|19(3|5|0(4]7|3|5]/6[9|3|5[8|4|7]0

3516|193

3151693



i =15 J={2,11}

213/5/6|19(3|5|0(4]7|3|5]6[9|3|5[8|4|7]0

3156193

3151693



i = 16 J={2,11}

213/5/6|9(3|5|0(4]7|3|5]/6[9|3|5[8|4|7]0

3516|193

3151693



T'00 kiirendamiseks uritame kontrolle
»S =t[t...2+m — 1]7“ kiiremini teha.

Idee: defineerime mingi funktsiooni A : 2™ — X nii, et

e hulga X elementide vordlemine on konstantse keeru-
kusega;

o h(tlz+1...24+m]) on arvutatav A(t]z...2+m — 1])-st
konstantses ajas.

Seejarel kontrollime iga 7 jaoks, kas
h(s) = h(tlt...2 + m — 1]). Kui jah (mingi ¢ jaoks), siis
kontrollime, kas s =t¢[z...2 +m — 1].

Asumptootiliselt me e1 voida, kuid veendumine, et s t-s
mingis positsioonis el esine, kaib uldiselt marksa kiiremini.



Kui ¥ ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, siis sone pikkusega m on

mingi (iilimalt) m-kohaline arv.

Uldjuhul (suvalise ¥ korral) olgu d = |%| ning olgu v :
> — 40, ...,d—1} mingi fikseeritud bijektsioon. Siis igale

m-tahelisele sOonele vastab m-kohaline arv d-ndsusteemis.

Z V dm i
1=1

Olgu g € N. Votame h(s) := v(s) mod gq.

(¢ votame voimalikult suure, kuid piisavalt vaikse selleks,

et h(s) taisarvutiilipi ara mahuks.)



h(tlz + 1...2 + m]) on arvutatav A(t]z...72 + m — 1])-st

konstantses ajas:

h(tli+1...5+m]) = (h(t[¢...i+m —1]) — v(t[]) - d™)
- d
+ v(t[t +m]) (mod q) .

Seejuures d™ ! mod g voib ette valmis arvutada.

Koik arvutused on seejuures mod gq.



Vaatame eelmist naidet. Votame g = 17.

Meil ol1 s =,35693“. Si1s s mod 17 = 10.

m

Uldjuhul tuleb meil leida Y v(s[7])d™* mod q. Seda on
=1
mugav teha Horneri skeemiga:

a, " +a, 2" P+ +ax+ag=

(( o ((an:z: + a”n—l)x + a"n,—2)$ + -+ CLQ)(B —+ al)iB —+ ag .

(kdik arvutused ikka mod q)



Funktsioon modpoly(s, d, q,a, m) leiab sonele s|a...a+m|
vastava h vaartuse. Ta on:

1 h:=0

2 fori1:=atoa+mdo

3 h:=(((h-d) mod q)+ v(s[t])) mod g

4 return h



5|6 51014 |73
7
6|9 mod 17 =10




w

mod 17 =10

d =10

m=2>5

d™ ! = 10000
10000 mod 17 =4




Z:2 J:@
5/6/9|3|5/0(4|7]3|/5/6|9]3|5|8|4
71?2 |=(7-2-4)-10+3 mod 17

d =10
m—=2>5
d™1 = 10000

3| mod 17 =10 10000 mod 17 =4




w

mod 17 =10

d=10

m=2>5

d™ ! = 10000
10000 mod 17 =4




J={2}

mod 17 = 10

d=10

m=2>5

d™ ! = 10000
10000 mod 17 =4




J = {2}

N

—3-4)-10+5 mod 17

d=10
m=2>5
d™ ! = 10000
mod 17 = 10 10000 mod 17 =4




J ={2}

mod 17 = 10

d =10

m=2>5

d™ ! = 10000
10000 mod 17 =4




J ={2}

mod 17 = 10

d =10

m=2>5

d™ ! = 10000
10000 mod 17 =4




J ={2}

mod 17 = 10

d =10

m=2>5

d™ ! = 10000
10000 mod 17 =4




J ={2}

mod 17 = 10

d =10

m=2>5

d™ ! = 10000
10000 mod 17 =4




J={2}

mod 17 = 10

d =10

m=2>5

d™ ! = 10000
10000 mod 17 =4




J ={2}

mod 17 = 10

d =10

m=2>5

d™ ! = 10000
10000 mod 17 =4




J ={2}

mod 17 = 10

d =10

m=2>5

d™ ! = 10000
10000 mod 17 =4




J ={2}

mod 17 = 10

11

d =10

m=2>5

d™ ! = 10000
10000 mod 17 =4




J={2}

mod 17 =10

d =10

m=2>5

d™ ! = 10000
10000 mod 17 =4




J = {2}

315|16|9]3
d =10
m—=2>5
d™1 = 10000
mod 17 = 10 10000 mod 17 =4




J={2}

mod 17 =10

d =10

m=2>5

d™ ! = 10000
10000 mod 17 =4




mod 17 = 10

d =10

m=2>5

d™ ! = 10000
10000 mod 17 =4




mod 17 =10

d=10

m=2>5

d™ ! = 10000
10000 mod 17 =4




mod 17 =10

15

d=10

m=2>5

d™ ! = 10000
10000 mod 17 =4




mod 17 =10

16
d =10
m—=2>5
d™1 = 10000

10000 mod 17 =4




mod 17 =10

11

d=10

m=2>5

d™ ! = 10000
10000 mod 17 =4




mod 17 =10

d=10

m=2>5

d™ ! = 10000
10000 mod 17 =4



Eelnev on tuntud kui Rabin-Karpi algoritm:

J:=0; m:=|s|; n:=[t|; d:= |5
D=1
fori:=1tom—-—1do D:=D-d mod g
hs := modpoly(s, d, q,1,m); ht := modpoly(t,d, g, 1, m)
fori::=1ton—m+1do
if hs = ht then
if vordle sonesid(s,m,t,2) =0 then J <1
if 2 <n—m+1 then
al := (ht — v(t[z]) - D) mod ¢
a2 :=al-d mod g
ht := (a2 + v(t[t +m|)) mod ¢
return J
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Too kiirendamiseks kasutame ara jargmist tahelepanekut:
Kui s ja t[t...2 + m — 1] erinevad esimest korda j-ndas
positsioonis, siis s|[1] = t|z], s[2] = t[t + 1],...,s]7 — 1] =
tle + 7]

Soltuvalt s-st vOib jareldada, et moningates jargmistes po-
sitsioonides (z + 1, ¢ + 2, jne.) pole méotet s-i t-s otsida —
niikuinii ei ole.

Selleks, et s voiks t-s esineda positsioonis 2+ 1, on tarvilik
s|1] = s|2], s[2] = s[3],...s]7 — 2] = s[5 — 1].

Selleks, et s voiks t-s esineda positsioonis 7 4+ 2, on tarvilik
s|1] = s|3], s[2] = s|4],...s[7 — 3] = s[5 — 1].

Jne.



S

Saades siin erinevuse 6. positsioonis, teame, et 2 + 1 korral
tuleb | |, 2 4+ 2 korral tuleb |, 2 + 3 korral tuleb | | ja edasi
on motet vorrelda s|3]-e ja t[(z 4+ 3) + 2]-e.



Kui erinevus tekkis (7 + 1)-ndas positsioonis, siis vaatame

sonet s[1...7].

Nihutame sOnet s paremale senikaua, kuni tema algus lan-
geb kokku sone s|1... 7| lopuga.

S.t. me otsime pikimat sellist sone u, mis oleks s[1... 7]
prefiksiks ja sufiksiks.



Olgu 7y, ..., T, massiiv (,prefiksfunktsioon*), nii et iga 2

jaoks on
e m; €{0,1,...,2— 1};
o s[l...m] ds[l...1;
e 7, on suurim arv, mis eelmisi tingimusi rahuldab.

Naiteks kui s = ,aabcaabca®, siis 7 on:
11112134 |5]6|7]8]|9

mwm 01101012345

AlamsoOne esinemisi saab siis otsida jargnevalt: (Knuth-
Morris-Pratti (KMP) algoritm)
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m:=|s;n:=|t; J =0
= leia pi(s)
sp:=20
for tp :=1 to n do
while sp > 0 and s[sp + 1] # t[tp] do sp := 7,
if s[sp + 1] = t[tp| then sp := sp + 1
if sp = m then
J&=tp—m+1
SP 1= Tsp
return J



Peale 4. rida:

sp



Peale 5. rida: kas

Sp




VOl

sp




Read 7-9: kui sp = m, siis

sp""""

Siis peaks s|sp+ 1] vordlemine ¢ elemendiga negatiivse vas-
tuse andma. Kuna s|sp+1] tegelikult ei eksisteeri, siis tuleb
seda juhtu eraldi t6odelda (mitte teha jargmisel iteratsioo-

nil reas 5).



Keerukus: ilma lela pi1 valjakutseta on KMP-algoritmi too-
aeg O(n).

Naitame, et pohitsiikli lihe iteratsiooni (read 4-9) amor-
tiseeritud tooaeg on O(1).

Potentsiaaliks votame muutuja sp vaartuse. Kullalt suure
ajauhiku korral siis:



Read 4 ja 7-9 votavad < 1 uhiku toelist aega. Kuna sp
vaartus neis ridades el suurene, siis votavad nad ka < 1

uhiku amortiseeritud aega.

4 fortp:=1tondo

7 if sp = m then
8 J&=tp—m+1
9 Sp = Mgy



Rida 6 votab < 1 uhiku toelist aega. Kuna sp voib suu-
reneda 1 vorra, siis votab ta < 2 uhikut amortiseeritud

aega.

6 if s[sp + 1] = t[tp| then sp := sp + 1



5. reas votab iga iteratsioon < 1 uhiku toelist aega. Et
aga m; < 1, siis vaheneb sp igal iteratsioonil (vdahemalt
ihe vOrra). Seega votab 5. rea iga iteratsioon < O iihikut

amortiseeritud aega.

5 while sp > 0 and s[sp + 1] # t[tp] do sp := 7,

Kokku votab ks iteratsioon seega < 1+ 2 + 0 = 3 uhikut

amortiseeritud aega.

T00 alguses sp = 0 ja alati sp > 0. Seega on toeline kogu-

aeg mitte suurem kui amortiseeritud koguaeg.



Korrektsuse naitamiseks tuleb naidata, et
1. s esineb t-s koigil J-1 lisatavatel positsioonidel;
2. ukski1 selline positsioon e1 jaa J-1 lisamata.

Eisimene neist jareldub otseselt invariandist peale 4. rida.

Teine jareldub sellest, et kui
s(1] =tle],s[2] = ¢tle+1),...,s[7] =ts+7 - 1],

siis 1ga talendava nihke k jaoks, mis on vaiksem kui j — 75,
leidub [ € {1,...,7 — k} nii, et s|l] # s|l + k], s.t. s[l] #
tlt +k+1— 1], s.t. s el esine t-s positsioonil 7 + k.



leia pi(s) on sarnane otsimisalgoritmi endaga:

1 m:=|s|;m:=0

2 k:=0

3 fori1:=2tomdo

4 while k > 0 and sk + 1| # s|z] do k := 7y
5 if sk + 1] = s[¢] then k:=k + 1

6 =k

7 return

Taas saame ndidata, et tsiikli iiks iteratsioon votab O(1)

uhikut amortiseeritud aega. Potentsiaaliks on k vaartus.

Kogu KMP-algoritmi keerukus on seega O(n + m).



Peale 3. rida:




Peale 4. rida: kas




vOl




Boyer-Moore'i (BM) alamsone otsimise algoritm tootab
halvimal juhul ajas O(m(n — m)), aga pika s-i ja suure

korral voib praktikas koige kiiremaks algoritmiks osutuda.

m:=|s|;n:=|t; J =0

initsialiseeri BM

1:=1

whilez1<n—-—m+1do
7:=m

while y >0 and s|j| =tlzi+7 -1 doj:=7—1
if 7 =0 then J <1
1 := 1+ leia nihe(y,t[z 4+ 7 — 1])

return J
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S.t. BM-algoritm kaib sone ¢ lihtsalt vasakult paremale labi
ja uurib, kas seal esineb alamsonena sone s. Uurimine kaib

paremalt vasakule.

Teatavas positsioonis mitteesinemise korral minnakse so-
nes t edasi (rida 8). Edasi minnakse vahemalt 1 positsiooni

vorra, aga lisaks sellele kasutatakse kahte heuristikat:



ebasobiva tahe heuristika:
t




sobiva sufiksi heuristika:
t

Neist kahest heuristikast voetakse parem.



Elbasobiva tahe heuristika kasutamiseks tuleb meil iga a €

2. Jaoks leida tema viimane esinemiskoht s-s.

Olgu A massiiv, mis on indekseeritud 2 elementidega. Siis
leia viimased kohad(s, ) on

1 for allae > do )\, :=0
2 fori:=1to|s| do

3 As[z’] =1

4 return A



Sobiva sufiksi heuristika kasutamiseks: Olgu 7 see koht, kus

tekkis erinevus s ja t vahel.
S.t. meie sobivaks sufiksiks on s[7 + 1...m)|.
Meil tuleb leida suurim selline ,, et
® v <M,
e kehtib iks jargmistest vaidetest:
—slg+1...m]3s[1...7v;] (kuim—7 <),
—sll...y]aslg+1...m] (kuivy;, <m—j);

v; on korrektselt defineeritud, sest 0 rahuldab alati neid

kahte tingimust.



Tahistagu u ~ v, kus u,v € X%, seda, et v Jv vo1 v ] u.

Teisisonu, kui u ~ v, siis ¢ ja v 1opud langevad kokku kuni

neist kahest lihema sone alguseni.

vi:=max{k : 0<k<mijas[l...k]~s[7+1...ml|}

Naitame, et kui u ~ v ja w Jv (u,v,w € &*), siis u ~ w.



Kui |u| < |v| ja |u| < |w|, siis




Kui |u| < |v| ja |u| > |w|, siis




Kui |u| > |v|, siis




Kuna s[l...m,] ~sjas|g+1...m|] Js,siis s[l... 7] ~
slg + 1...m]. Seega kuulub ,, hulka, mis esineb -, defi-

nitsioonis, ning jarelikult
v; =max{k : T, <k<mijas[l...k]~s[7+1...m|}

Kuis[l...k] Os[g+1...m]|, siis s[1...k] O s ja vastavalt
T, definitsioonile £ < m,,. Seega

v = maX({wm}U{k T < k<mijas[g+l...m] Js[l... k]})



Vaide s|7 +1...m|] O s[l...k| on samavaarne vaitega
sg+1..mCslk—m+7+1...mj|.

v; = max({m,} U{k : T, <k < m ja
sly+1l...mJCslk—m+j5+1...m]})

sy +1...m]




Olgu 7' s-i ,sufiksfunktsioon“ (analoogiline prefiksfunkt-
sioonile). S.t. iga 2 € {1,...,m} jaoks

em c{t+1,1+2,... m+1};

/

o s[m,...m|C s[t...m|;

e 7, on vahim arv, mis eelmisi tingimusi rahuldab.

Naiteks kui s = ,aabcaabca“, siis 7’ on:
111213456 7|89

m |56 7|8]9|9|10|10 10

7

Kui 5 on s ,paremalt vasakule” ja ™ on tema prefiksfunkt-
sioon, siis kehtib ¢ +7=m + 1 = 7, + T; = m + 1. Seega

,_ —_
T, =m-+1—Tmi1;.



v; = max({m,} U{k : T, <k <m ja
sly+1...mJCslk—m+j5+1...m]})

Olgu 7, < k < m. Vaatame tingimust
sy+1..m|Csfk—m+j+1...m].Olgul=m,_ . ...

o Kuil > 7 + 1, siis vaadeldav tingimus ei kehti.
e Kuil =7+ 1, siis vaadeldav tingimus kehtib.

o Kuil < 741, siis voib tingimus kehtida vo1 mitte kehti-
da. Kui ta aga kehtib, siis ka s[g+1...m| C s[l...m].

v---k—m+j+1




Viimasel juhul olgu ¥’ =1 —1— 9+ m. Siis ¥’ > k ja
sly+1..m|Cslk' —m+7+1...m]. S.t. k polnud mak-
simaalne selline, mille korral antud tingimus kehtib.

v, =max({mn}U{k : mp <k <mijam_, . =7+1})
Massiivi v taitmine:
e Initsialiseeri: Vj : y; = mp,.
e Ipak—m+7+1€{l,...,m} jaoks:
—J+1=m ;- ™ on valja arvutatud. Leiame
7-1.
— Me teame suurusi k —m+ 7+ 1, 7, m. Lelame k.

— 75 = max(7;, k).



arvuta sobiva sufiksi pikkus(s) on

m := |s|; 5 := poora Umber(s)
7 := leia pi(s); 7 := leia pi(§)
fori:=1tomdom :=m+1—Tpi1
for 7 :=1tom do v; := mp,
for h:=1tom do

Ji=m —1

k:=h—1—974+m

if 7; < k then v; :=k
return -y
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initsialiseeri BM on

1 MX:=leia viimased kohad(s)
2 :=arvuta sobiva sufiksi pikkus(s)

leia nihe(s,z) on

if 7 > 0 then
nl:=17— Az
else
nl:=0
ng ;= m — v,
return max(nl,ng)
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