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Peatiikk 1
Pohimoisted

Graaf (ka mittesuunatud graaf) G koosneb tippude hulgast V' (tdhistatak-
se vahel ka V' (G)) ja servade hulgast E (téhistatakse vahel ka E(G)). Graafi
struktuur méadratakse mingi kujutuse, nn. intsidentsusfunktsiooni £ ette and-
misega, mis igale servale e € E seab vastavusse mingi tippude paari {z,y},
mille elemente nimetatakse serva otstippudeks. Oeldakse, et serv e on intsi-
dentne tipuga x kui = € £(e). Vaoib juhtuda ka, et serva e otstipud langevad
kokku, st £(e) on vordne iiheelemendilise hulgaga {z}. Sellist serva nimeta-
takse silmuseks.

€1
U1 V2
e | Ee)
€1 {Ul, Ug}
€2 {712, U3} “s 2
es | {v2,va}
€4 {03, U4} Uy V3

Joonis 1.1: Graafi esitus funktsiooni £ abil (vasakul) ja joonisena (paremal).

Tavaliselt esitatakse graafi joonisena, kus iga tipp on kujutatud punktina
tasandil ning iga serv on kujutatud kahte tippu iihendava joonena. Graafi
nimetatakse tasandiliseks (voi ka planaarseks) kui teda saab esitada jooni-
sena, kus graafi servi esitavad jooned omavahel ei 16iku. Iga graaf ei pruugi
olla tasandiline. Ehkki jooniseid kasutatakse matemaatikas ainult néitlikusta-
mise vahendina, saab isegi graafi kui “joonist” esitada matemaatiliselt rangelt




topoloogia vahenditega. Kéesolevas kursuses on graaf aga eelkoige kombina-
tooriline objekt, mille topoloogiline esitus ei ole tema omaduste tuletamisel
méarav. Erandiks on ehk kursuse lopupoole kisitletav tasandiliste graafide
teema.

1.1 Suunatud graafid

Servaga e intsidentsete tippude jérjekord ei ole graafi definitsioonis oluline.
Hulka £(e) kuuluvatel tippudel ei ole servast endast tulenevalt mingisugust
eelisjirjestust.! Monikord on aga vaja anda &(e) elementidele eelisjérjestus.
See viib nn. suunatud graafi moisteni, milles hulga E elemente nimetatakse
kaarteks (ka suunatud servadeks/kaarteks) ja milles intsidentsusfunktsioon
E seab kaarele e vastavusse hulga {x,y} asemel jarjestatud paari (z,y), st

E -5 VxV. Kaart tipst x tippu y téhistatakse joonistel noolega varustatud
joonega, nii et nool osutab tipu y suunas.

1.2 Formaalne graafikeel.

Graafides toimuva matemaatiliselt korrektseks ja samas néitlikuks kirjapa-
nekuks kasutatakse sageli erisiimboleid intsidentsusseoste esitamiseks. Néi-
teks kirjapilt z - y tahendab, et e on serv tippude x ja y vahel, st E(e) =
{x,y}. Kirjapildid % y ja y < x tihistavad molemad fakti, et e on tipust
x tippu y suunduv kaar, st £(e) = (x,y). Neid siimboleid v6ib vaadelda kui
predikaatsiimboleid ja nende abil formaalselt kirja panna graafide omadusi.
Graafe voib siis vaadelda kui tekkiva predikaatarvutuse 16plikke mudeleid.
Niiteks omadust

VaVy[Fe[z = y] V=9

rahuldav mudel on graaf, mille iga kahe erineva tipu vahel on serv (nn.
taisgraaf). Formaalne graafikeel lubab jooniseid kasutada kui matemaatili-
selt korrektset keelt. Ka nimetute tippude kasutamine on voimalik. Naiteks
lause © — y loetakse ekvivalentseks lausega Je[x . y| ja lause “£.2 lausega
Jrdy3z[x Lyny = z].

1 Jarjestus voib tekkida ainult kaudselt, seoses serva e “iimbritseva” graafi struktuuriga.



1.3 Kui kordsed servad/kaared puuduvad.

Kaks erinevat serva/kaart e; ja es voivad pohimétteliselt olla intsidentsed
samade tippudega, st £(e;) = E(ey). Vaib isegi juhtuda, et tippude arv on
16plik ja servade arv l6pmatu (ning vahest ka loomulikult vastupidi). Valda-
valt me siiski piirdume graafidega, kus kordsed servad puuduvad, st kujutus €
on injektiivne. Graafi, mis kordseid kaari ega silmuseid ei sisalda, nimetatak-
se lihtgraafiks. Seljuhul on otstarbekas samastada kaarte hulk E otseruudu
V' x V alamhulgaga, st mingi antirefleksiivse binaarse relatsiooniga tippu-
de hulgal V. Graafi servaks tippude z ja y vahel nimetame seljuhul kahest
kaarest koosnevat hulka {(z,y), (y,x)}. Seega on graafikeele siimbolitel meie
jaoks jargmine tdhendus:

1. x5 y tihendab, et e = (z,y) € E.

2. x — y tihendab, et e = {(z,v), (y,z)} C E.

Graafi saab seljuhul defineerida kui paari G = (V, E), kus E on mingi binaar-
ne relatsioon hulgal V. Relatsiooni E siimmeetrilisus (r — y = z « y)

téhendab, et graafis pole suunatud kaari. B
Lihtgraafi G = (V, E) tdiendgraafiks G nimetatakse graafi (V, F), kus

E={(z,y) |z,yeV,z#y, (x,y) € E}.

Lihtne on veenduda, et mistahes lihtgraaf langeb kokku oma téiendgraafi
tidiendgraafiga, st G = G.

1.4 Graafide monomorfism ja isomorfism.

Olgu meil kaks graafi G; = (Vi, Ey) ja Gy = (Va, Es). Injektiivset kujutust

Vi A, V, nimetatakse monomorfismiks (ja tahistatakse Gy < Gy ) kui
mistahes tipupaari x,y € V; korral

(,y) € By & (f(x),f(y)) € Es.

Kui leidub monomorfism G < Gb, siis 6eldakse, et graaf G on (isomorfselt)
sisestatav graafi Go. Siirjektiivset monomorfismi f nimetatakse isomorfismiks

f T
ja tdhistatakse G; = Go. Isomorfismi G = G nimetatakse graafi G automor-
fismiks.



1.5 Graafi naabrusmaatriks (ehk kaaslusmaat-
riks).

Olgu G = (V, E) 16plik mittesuunatud silmusteta graaf tippude hulgaga V' =
{v1, ..., v, }. n X n maatriksi A = [a; ], kus

o 1, kui (UZ',U]') S E,
95T 00, kui (v,v;) € E,

nimetatakse graafi G naabrusmaatriksiks. Tippe v; ja v; nimetatakse naab-
riteks, kui (v;,v;) € E, ehk a;; = 1. Tipu v € V naabrite arvu nimetatakse
tipu v astmeks (ka valentsiks) ja tahistatakse deg(v). Graafi nimetatakse
requlaarseks kui koikide tippude astmed on vordsed.

Teoreem 1.1 Loplikus mittesuunatud lihtgraafis on alati paarisarv paaritu
astmega tippe.

Toestus. Mittesuunatud silmusteta graafi G naabrusmaatriks A on siimmeet-
riline ja selle peadiagonaalil on nullid. Loendame maatriksis A sisalduvaid
tihtesid (st graafi kaari, mida on tépselt |E| tiikki) kahel erineval viisil: (1)
servade kaupa; (2) tippude kaupa. Igale servale v; — v; vastab iihtede paar
a;; = a;; = 1. Erinevatele servadele vastavad iihtede paarid ei loiku ja see-
tottu on iihtede (st graafi kaarte) arv vordne kahekordse servade arvuga s.
Teisest kiiljest, igale tipule v; vastab rida maatriksis A, kusjuures vastava rea
tihtede arv on vordne tipu v; astmega deg(v;). Seega

D deg(v) = |E|=2"s, (1.1)

millest teoreemi vaide tuleneb triviaalselt. O

1.6 Alamgraafid. Teed. Sidusus.

Utleme, et graaf G, = (V4, E1) on graafi Gy = (Va, Ey) alamgraaf (tdhistame

G1 < Gy), kui kehtivad sisalduvused V; C V; ja By C Es. Alamgraafi Gy
1

nimetatakse indutseeritud alamgraafiks, kui samasuskujutus V; 4, ViV,

on graafide GG; ja Gy monomorfism, st kui Gy 4 Go.
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Teeks ehk ahelaks P tipust x tipuni y graafis G = (V, E') nimetatakse jada
P: Z[‘:ZCOﬂ).ﬁClgnggxg xk,lixk:y,

kus {zg,..., 2} C Vija{er,...,ex} C E. Asjaolu, et P on tee tipust x tipuni
y tahistatakse x & y. Kirjapilti  ~» y tuleb moista kui lauset IP[x & Y.
Kui koik tipud z; ...z, on erinevad, siis teed P nimetatakse lihtteeks ehk
(lihtahelaks). Kui P on lihttee, siis arvu k nimetatakse tee P pikkuseks ja

tahistatakse stimboliga | P|. Teed kujul x 2 2 nimetatakse kinniseks. Kinnist
lihtteed nimetatakse tsiikliks.

Teoreem 1.2 Loplik graaf G, mille iga tipu valents on vihemalt kaks, sisal-
dab tsiiklit.

Toestus. Kui G sisaldab silmuseid voi kordseid kaari, siis on teoreemi véide
triviaalselt tdidetud. Seetottu eeldame edaspidi, et G on lihtgraaf. Oletame
vastuviéiteliselt, et G ei sisalda iihtegi tsiiklit. Olgu v; € V mingi tipp. Vas-
tavalt eeldusele deg(v1) > 2 leidub viahemalt iiks tipp ve # vy, nii et v; — vs.
Kuna ka deg(ve) > 2, siis leidub vihemalt iiks tipp vs & {v1,v9} (sest tsiiklid
puuduvad), nii et v; — vy — v3. Jitkates analoogiliselt, kui leidub lihtahel
v — vy — ... — v pikkusega k — 1, siis deg(vy) > 2 tottu leidub tipp
Vg1 &€ {v1, ..., v} nil et vy — vk, sest kui vy — v; mingi ¢ < k — 1 korral,
siis moodustaksid tipud (v;, vi11, ..., vy ) tsiikli. Seega leidub graafis G lihtahel

V] — Vg — ... — Up — Ukl

pikkusega k. Induktsiooni abil saame siit, et graafis G leidub kui tahes pikki
lihtahelaid, mis on vastuolus graafi 1oplikkusega. U

1.7 Sidusad graafid. Kaugusfunktsioon.

Graafi G nimetatakse sidusaks, kui graafis G kehtib lause VaVy[z ~ y] (voi
nagu loogikud téhistavad G |= VaVy[z ~» y]). On lihtne veenduda, et seos
- ~» - on ekvivalentsusseos. Vastavaid ekvivalentsiklasse nimetame graafi si-
dususkomponentideks.

Olgu u ja v sidusa mittesuunatud graafi G = (V, E) kaks tippu. Kauguseks
d(u,v) tippude u ja v vahel nimetatakse neid tippe ithendava lithima lihta-
hela pikkust. On lihtne veenduda, et paar (V,d) rahuldab meetrilise ruumi
aksioome, st



1) d(u,v) = 0 parajasti siis, kui u = v.
2) d(u,v) = d(v,u) mistahes tippude u ja v.

3) d(u,v) + d(v,w) > d(u,w) mistahes tippude u, v, w € V korral.

1.8 Moned eritiiiipi graafid

Nullgraafid. Graafe, milles ei ole iihtegi serva, nimetame nullgraafideks.
Nullgraafi, milles on n tippu, tdhistame siimboliga O,,.

Taisgraafid. Graafe, milles iga kahe erineva tipu vahel on iiks serv, ni-
metame téisgraafideks. Téisgraafi, milles on n tippu, tdhistame stimboliga
K,.

Lause 1.3 Graafis K,, on @ serva.

Toestus. [lmne. O

Kahealuselised graafid. Graaf G = (V, E) on kahealuseline, kui tema
tippude hulk V' on tiikeldatav kaheks hulgaks V; ja V5 (s.t. ViUV, =V ja
Vi NVy = (), nii et iga serva e € E jaoks on e iiks otstipp hulgas V; ja teine
hulgas V5. Hulkasid V; ja V5 nimetame graafi G' alusteks.

Kahealuselist graafi nimetame tdielikuks kahealuseliseks graafiks, kui tema
kahe tipu vahel on serv parajasti siis, kui need kaks tippu kuuluvad erineva-
tesse alustesse. Téaielikku kahealuselist graafi, mille iihes aluses on m tippu
ja teises aluses on n tippu, tdhistame siimboliga K, .

Lause 1.4 Graafis K, , on m+ n tippu ja mn serva.
Toestus. Ilmne. O

Lemma 1.5 Graaf G on kahealuseline parajasti siis, kui iga tema sidusus-
komponent on kahealuseline.

Toestus. [lmne. O
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Teoreem 1.6 Graaf on kahealuseline parajasti siis, kut koik temas olevad
tstiklid on paarisarvulise pikkusega.

Toestus. Suund =-. Olgu G graaf, olgu V) ja V; graafi tema alused ja olgu C'
mingi tsiikkel selles graafis. Selles tsiiklis esinevad tipud alusest V; vaheldu-
misi tippudega alusest V5, jarelikult on C-s alustest V; ja V5 iihepalju tippe,
seega on tippude koguarv C-s paarisarv.

Suund <. Olgu graafi GG koik tsiiklid paarisarvulise pikkusega. Eeldame,
et GG on sidus, lemma 1.5 jirgi ei kitsenda selline eeldus {iildisust.

Olgu u ja v graafi G kaks tippu ning olgu P; ja P, kaks lihtahelat tipust u
tippu v. Ahelate P; ja P, pikkustel on sama paarsus. Toepoolest, kui ahelatel
P, ja P, pole teisi iihiseid tippe peale u ja v, siis:

e kinnine ahel, mille moodustavad P; ning tagurpidi péoratud P, on
tsiikkel;

e selle tsiikli pikkus on vordne arvuga |Pi| 4 | Pyl;

e teoreemi eelduste kohaselt |Pi| 4 |P,| paarisarv, seega on |P; ja |Pa|
sama paarsusega.

Kui ahelatel P, ja P on teisi iihiseid tippe peale u ja v, siis toestame me
véite | Py| ja | P»| paarsuse kohta induktsiooniga iile |Py| ja |P,|. Olgu w tipp,
mis esineb nii P-s kui ka P5-s. Olgu P| ahela P; osa tipust u tipuni w ning
P/" ahela P; osa tipust w tipuni v. Samamoodi, olgu P, ahela P, osa tipust
w tipuni w ja Py ahela P, osa tipust w tipuni v. Teed P; ja P|’ on lithemad
kui P, ning teed Pj ja Py on lithemad kui P,. Induktsiooni eelduse jérgi on
siis | P]| ja | Py| sama paarsusega ning |P)’| ja | Py'| sama paarsusega. Seega on
ka |Pi| = |P{| + |P/| ja |P2| = | P3| + | Py| sama paarsusega.

Ahelate P, ja P, pikkustel on sama paarsus ka siis, kui me ei noua, et
nad oleksid tingimata [thtahelad. Toepoolest, me voime ahelaist P; ja P
eemaldada tsiikleid seni, kuni nad muutuvad lihtahelateks. Tsiiklite eemal-
damine ei muuda ahela pikkuse paarsust, kuna koik tsiiklid on paarisarvulise
pikkusega.

Olgu niiiid v graafi G mingi fikseeritud tipp. Defineerime G tipuhulgal
jargmise tiikelduse V =V, U V5!

V1:{11|UGV,Vu~Pi>U:|P|onpaaris}

Vo={v]veV, ‘v’ugv:|P| on paaritu}

11



Eelnev arutelu néitab, et iga graafi G' tipp toepoolest kuulub iihte neist kahest
hulgast.

Olgu v,v" € V4. Sel juhul ei saa nende tippude vahel serva olla. Téepoo-
lest, oletame, et e on graafi G serv ja £(e) = {v,v'}. Olgu P mingi ahel

tipust u tippu v, selle ahela pikkus on paarisarv. Siis u Lv— v on paaritu-
arvulise pikkusega ahel tipust u tippu v’, mis on vastuolus eeldusega v’ € V;.
Analoogiliselt néitame, et kahe hulka V5 kuuluva tipu vahel ei ole servi.
Seega on tipuhulga V' tiikeldus hulkadeks V; ja V5 kahealuselise graafi
definitsioonis noutud omadustega. Il

1.9 Ulesanded

Ulesanne 1. Kas graafid jargmistes paarides on isomorfsed? Miks?

NX
N

RO
pidie
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Ulesanne 2. Graafi isomorfismi iseendaga nimetatakse graafi automorfis-
miks. Graafi G koigi automorfismide hulka tahistame Aut(G). Leia |Aut(G)|,
kui graaf G on

N

1.

. K,
4. O,
. P, (n-tipuline lihtahel)
.Gy

(n-tipuline tsiikkel)

8. Pet (Peterseni graaf, see on graaf number 8 {ilesandest 1).
Ulesanne 3. Tdesta, et Aut(G) on rithm teisenduste kompositsiooni suhtes.
Leia graaf, mille automorfismiriithm on isomorfne rithmaga 7Z,,.

Ulesanne 4. Joonista graafe, mis on isomorfsed oma tiiendgraafiga ja oma-
vad 4 (5,8) tippu. Tdesta, et kui graaf on isomorfne oma téiendgraafiga, jagub
ta tippude arv 4ga voi annab 4ga jagades jasgi 1.

Ulesanne 5. Toesta, et Aut(G) = Aut(G).

Ulesanne 6. Téesta, et kui |V(G)| > 1, siis leidub lihtgraafis G kaks vordse
astmega tippu.

14



Ulesanne 7. Toesta, et mittesidusa graafi téiendgraaf on sidus.

Ulesanne 8. Olgu V' C V(G). Toesta, et hulga V' poolt graafis G indutsee-
ritud alamgraafi tdiendgraaf vordub graafis G hulga V' poolt indutseeritud
alamgraafiga.

Ulesanne 9. Graafi G servgraafiks L(G) nimetame graafi tipuhulgaga

ja servahulgaga

E(L(G@)) ={(e1,e2) : Ju,v,w € V(G), v # w, e; = (u,v), ea = (u,w)}.

Toesta, et L(K5) = Pet.
Ulesanne 10. Tipu v ekstsentrilisuseks nimetatakse suurust

= d(u,v).
e(v) nax (u,v)

Graafi raadius r(Q) ja diameeter d(G) defineeritakse kui

r(G) = vg\l/l(%)e(v) ja d(G) = vrer%/aé)e(v).

Tippu v nimetatakse graafi G tsentriks, kui e(v) = r(G). Tdesta, et suvalise
graafi G korral

d(G) <2-r(G).
Ulesanne 11. Kas véib juhtuda, et 7(G) = d(G)? Kui jah, siis milliseid
vaartusi voib see suurus omandada?

Ulesanne 12. Joonista graaf, millel on tépselt 3 tsentrit, kuid [V (G)| > 3.
Milliste n va#rtuste korral leidub sidus graaf, millel on tapselt n tsentrit?

Ulesanne 13. Mistahes naturaalarvu k& > 1 jaoks defineeritakse paaritu
graaf Oddy, jargmiselt. Olgu S mingi (2k — 1)-elemendiline hulk. Graafi Oddj,
tipuhulk on

V(Oddy) = Py-1(5)

ja servahulk
E(Oddy) ={(A,B)| An B = 0}.

Toesta, et Odds = Pet.

15



Ulesanne 14. Olgu graafid G ja H antud vastavate tipu- ja servahulkadega:

V(G) = P{,y,2));
E(G)={(A,B): ACB, A# B
V(H) = {d| deN, d | 30}:
B(H) = {(a,b): a|b, a+b},

Toesta, et G = H.

Ulesanne 15. Kolmnurgaks graafis G nimetame sellist kolmeelemendilist
hulka K = {u,v,w} C V(G), et (u,v), (v,w), (u,w) € E(G). Graafi G
kolmnurkade graafiks T(G) nimetame graafi tipuhulgaga

V(T(G)) ={K : K on graafi G kolmnurk}
ja servahulgaga
E(T(G)) = {(Ki, Ky) : |K1 N Ky| =2}.
Toesta, et
1. T(K,) = Ky,
2. T(K5) 2 Pet.
Ulesanne 16. Defineerime graafid G,, tipuhulgaga
V(G,) ={1,2,...,n}
ja servahulgaga
E(G,) ={(a,b) : a # b, ged(a,b) = 1}.
1. Kas graafid G,, on sidusad?
2. Toesta, et m < n jaoks on graaf ¢, graafi GG,, indutseeritud alamgraaf.

Ulesanne 17. Téesta, et graaf Qs (see on graaf number 7 iillesandest 2) on
iseenda tédiendgraafi alamgraaf.

16



Peatiikk 2

Euleri graafid

Sidusat mittesuunatud graafi nimetetakse Fuler:i graafiks, kui selles graafis
leidub kinnine ahel, mis ldbib iga serva parajasti iiks kord. Vastavat ahe-
lat nimetatakse Fuleri ahelaks. Mitte-Euleri graafi nimetatakse pool-FEuleri
graafiks kui selles graafis leidub ahel, mis ldbib iga serva parajasti iiks kord.

Teoreem 2.1 (Euler, 1736) Sidus graaf G on Euleri graaf parajasti siis,
kui koigil tema tippudel on paarisarvuline aste.

Toestus. Suund =-. Olgu P graafi G mingi FEuleri ahel. Vaatame graafi G
mingit tippu v. Esinegu ta n korda ahelas P (seejuures loeme ahela alguseks
ja 1opuks olemise kokku iitheks esinemiseks). Tipu v iga esinemise juures peab
ahel P tippu v sisenema ja sealt jille véljuma; tippu saab siseneda ja sealt
véljuda mone temaga intsidentse serva kaudu. Seega esineb ahelas P tipuga
v intsidentseid servi 2n korral. Ahelas P esinevad graafi G koik servad tépselt
iiks kord, seega esinevad seal ka koik tipuga v intsidentsed servad tépselt iiks
kord. Seetottu deg(v) = 2n.

Suund <. Olgu G sidus graaf, mille koigi tippude aste on paarisarv.
Toestus kéib induktsiooniga iile graafi G servade arvu.

Baas. |E(G)| = 0. Sel juhul on tiihi ahel (s.t. ahel, mis ei sisalda iihtegi
serva) graafi G Euleri ahelaks.

Samm. |EF(G)| > 0. Sel juhul on graafi G koigi tippude aste suurem
kui 0, muidu ei oleks G sidus. Vastavalt toestatava teoreemi eeldustele on G
koigi tippude aste viahemalt 2. Vastavalt teoreemile 1.2 leidub graafis G mingi
tsiikkel C'. Kui C sisaldab graafi G koiki servi, siis on teoreem toestatud.
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Vastasel korral moodustame graafist G uue graafi G, kustutades G-st koik
tsiiklisse C' kuuluvad servad. Graafis G’ on vihem servi kui graafis G ning
ka graafi G’ koigi tippude astmed on paarisarvulised. Toepoolest, kustutades
koik mingisse tsiiklisse kuuluvad servad, viahendasime me iga tipu astet kas
nulli voi kahe vorra. Me ei saa induktsiooni eeldust siiski otse graafi G’ jaoks
kasutada, kuna ta ei pruugi olla sidus. Kiill aga voime me seda kasutada
graafi G’ iga sidususkomponendi jaoks — vastavalt induktsiooni eeldusele on
graafi G’ igal sidususkomponendil Euleri ahel.

Graafi G Euleri ahela konstrueerime me, liikudes médda tsiikli C' servi,
kuni jouame mone sellise tipuni v, mille aste graafis G’ ei ole null, ning mis
kuulub graafi G’ sellisesse sidususkomponenti, mida me veel graafi G Euleri
ahelat konstrueerides ldbinud ei ole. Jargmise sammuna labime me graafi G’
tippu v sisaldava Euleri ahela ja jouame peale selle labimist tippu v tagasi.
Seejarel jatkame me tsiikli C' servade ldbimist poolelijadanud kohast, kuni
jouame graafi G’ jargmise veel tootlemata sidususkomponendini. Protsess
1opeb, kui me oleme tsiikli C' tervenisti labinud. O]

Jareldus 2.2 Sidus graaf G on Fuleri graaf parajasti siis, kui tema kaarte
hulk E esitub paarikaupa lotkumatute tsiklite tiihendina.

Toestus. Jéreldub otseselt teoreemi 2.1 toestusest. Toepoolest, selle teoreemi

toestuses me tiikeldasime graafi G servade hulga (paarikaupa loikumatuteks)
tsiikliteks. O

Jareldus 2.3 Sidus graaf G on pool-Euleri graaf parajasti siis, kui selles
graafis on tdapselt kaks sellist tippu, mille aste on paarituarvuline.

Toestus. Suund =-. Olgu G pool-Euleri graaf ning olgu P ahel, mis labib
selle graafi iga serva téapselt iiks kord. Olgu x ja y ahela P alg- ja lopptipp.
Olgu G’ graaf, mis on saadud graafile G tiiendava serva e, kus £(e) = {z, y},

lisamisel. Ahel z ~ y = x on graafi G’ Euleri ahel, seega on graafis G’ koigi
tippude aste paarisarv. Graafis G on tippude x ja y aste paaritu arv (iithe
vorra véiksem kui graafis G') ning iilejddnud tippude aste paarisarv (sama
palju kui graafis G”).

Suund <. Olgu G graaf, milles tapselt kahe tipu aste on paaritu arv. Ol-
gu need tipud = ja y. Olgu G’ graaf, mis on saadud graafile G tdiendava serva
e, kus £(e) = {x,y}, lisamisel. Graafi G’ koikide tippude aste on paarisarv,
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seega on G’ Euleri graaf. Olgu C' graafi G’ Euleri ahel. Kui me eemaldame
ahelast C' serva e, siis saame me ahela, mis labib graafi G koiki servi tépselt
ithel korral. Seega on GG pool-Euleri graaf. U

Jargmine teoreem kirjeldab {iht lihtsat algoritmi Euleri graafis Euleri ahe-
la leidmiseks. Enne selle algoritmi esitamist tuleb meil veel iiks varem mitte-
esinenud moiste defineerida.

Sidusa graafi G = (V, E) serva e € E nimetatakse sillaks, kui selle serva
eemaldamisel graafist G muutub graaf mittesidusaks.

Teoreem 2.4 (Fleury’ algoritm) Olgu G = (V, E) Euleri graaf. Jirgnev
konstruktsioon annab meile Euleri ahela graafis G:

Alusta graafi G mingist (suvalisest) tipust u ning liigu sammhaaval modda
graafi servi. Seejuures

(1). Olles teinud sammu mdédda serva e € E, kustuta see serv servade hul-
gast E. Kui seejuures muutus tipu, millest lahkuti, aste nulliks, siis
kustuta ka see tipp hulgast V.

(i1). Jirgmise sammu jaoks serva valides kasuta graafi (V,E) silda ainult
muude vormaluste puudumisel.

Jatka, kuni hulgast E on koik servad kustutatud.

Toestus. Naitame koigepealt, et kirjeldatud viisil toepoolest joutakse seisuni,
kus koik servad on hulgast E kustutatud. S.t. ei teki olukorda, kus hulk E ei
ole veel tiihi, aga ei ole enam iihtegi serva, et vialjuda tipust, kus parasjagu
ollakse. Me néitame, et kehtib jargmine invariant: Olgu v tipp, kuhu me
algoritmi jdrgides parasjagu joudnud oleme. Olgu H graaf, mis graafist G
veel jdrel on. Siis graaf H on sidus ning u (tipp, kust me graafi 1dbimist
alustasime) on graafi H tipp. Peale selle, kui v = w, siis on graafi H koigil
tippudel paarisarvuline aste. Kui v # wu, siis on tippudel u ja v paarituarvuline
ning koigil teistel H tippudel paarisarvuline aste.

On ilmne, et invariant kehtib algoritmi téitma asudes (siis v = u ja H =
(). Oletame niiiid, et ta kehtib enne mingi sammu tegemist, ning niitame,
et ta kehtib ka peale jéarjekordset sammu. Viibigu me tipus v ning olgu veel
allesolev graafi osa H. Meil on vaja leida tipu v naabertipp (graafis H) v/,
nii et peale v ja v’ vahelise serva kustutamist tekkiv graaf H' rahuldaks meie
invarianti. Ilmne on, et {ikskoik, kuidas me ka tippu v’ ei valiks, rahuldab
graaf H' invariandi neid osi, mis rafgivad tippude astmete paarsusest.
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Meil tuleb veel nédidata, et graaf H' on sidus. Oletame, et v # wu. Piisab,
kui me néitame, et graafis H leidub iilimalt iiks sild, mis on intsidentne
tipuga v. Toepoolest, jargmisel sammul ei kasutata silda, siis on graaf H’
sidus. Kui tipuga v on intsidentne ainult iiks sild ning seda silda kasutatakse
jargmisel sammul, siis oli see sild ainus tipuga v intsidentne serv graafis H
ning jargmisel sammul kustutatakse lisaks sellele servale ka tipp v ise.

Oletame, et enam kui iiks sild on graafis H intsidentne tipuga v. Sel
juhul leidub selline tipp w, et graafi H serv e = (v,w) on sild, ning graafi
H — e sidususkomponent K, mis sisaldab tippu w, ei sisalda tippu u (vaata
joonist 2.1). Tipu w aste graafis H on paaris, seega on ta aste graafis K

Joonis 2.1: Tipuga v intsidentsed sillad graafis H

paaritu. Teoreemi 1.1 jargi leidub graafis K veel mingi tipp x, mille aste on
paaritu. Aga siis on tipu x aste ka graafis H paaritu ning x # u ja x # v.
Vastuolu graafi H invariandiga.

Kui v = u ja u ei ole graafi ainus tipp, siis leiame me samasuguse arutelu
tulemusena, et u-ga pole intsidentne iikski sild. Seega on ka sel juhul graaf
H' sidus. Samuti jaab tipp u peale sammu kustutamata, kuna tal on peale
sammu paaritu arv (s.t. rohkem kui null) intsidentset serva. O

2.1 Ulesanded

Ulesanne 18. Millised jérgmistest graafidest on millistel tingimustel Euleri?
Pool-Euleri?
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Ulesanne 19. Vaatleme malendite hulka
M = {Kuningas, Lipp, Vanker, Oda, Ratsu}.

Malendi X € M graafiks n xn malelaual nimetame graafi G'y*", mille tippude
hulgaks on nxn rudustiku ruutude hulk ja serv kahe tipu vahele on tommatud
parajasti siis, kui malendi X iihe kédiguga saab iihele tipule vastavalt ruudult
teisele tipule vastavale ruudule. Milliste malendi X ja arvu n vdartuste korral
on graaf G'Y*" Euleri?

Ulesanne 20. Téesta, et Euleri graafi servgraaf on Euleri.

Ulesanne 21. Leia, millist tarvilikku ja piisavat tingimust peavad rahuldama
graafi G tippude astmed selleks, et L(G) oleks Euleri.

Ulesanne 22. Olgu G Euleri graaf. Olgu vy, vs,v3 € V ja e1,e0,e3 € F
sellised, et E(e1) = E(ea) = {v1,v2} ja E(e3) = {va,v3} (loeme, et vy # vy #
v3 # U1 ja e; # ey # ez # ep). Naita, et graafis G leidub selline Euleri ahel,
kus servale e; jargneb vahetult es.
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Ulesanne 23. Toesta, et ringiratast on voimalik paigutada 2% arvu, igaiiks
neist kas 0 voi 1, nii et iga bitijada x € {0, 1}* esineks ringi kellaosuti litkumise
suunas labides tapselt iihel korral.

1 1
0 1
1 Lol
Ulesanne 24. Toesta, et igas sidusas graafis on voimalik leida kinnine ahel,
mis labib iga serva vahemalt iiks ja mitte rohkem kui kaks korda.
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Peatiikk 3

Hamiltoni graafid

Sidusat mittesuunatud graafi nimetatakse Hamiltoni graafiks, kui selles graa-
fis leidub koiki tippe labiv kinnine lihtahel. Mitte-Hamiltoni graafi nimetatak-
se pool-Hamiltoni graafiks, kui selles graafis leidub koiki tippe labiv lihtahel.

3.1 Ore teoreem.

Lemma 3.1 Olgu U ja W arvuhulga M = {1,...,n — 2} kaks alamhulka nii
etleU,n=2ecW ja|U|+|W|>n>4. Siis leidubi <n—2, niieti € W
jai+1eU.

Tdestus. Olgu W :={i+1|ie€ W\{n—2}}. Oletame vastuviiteliselt, et
teoreemi eeldused on taidetud, kuid véide mitte, st kui ¢ € W siisi+1 & U.
See aga tahendab, et U N W' = () ja et kehtib valem

[UUWT| =|U|+|WT|.

Uhelt poolt U U W+ C M, ja seega |[U UW*| < n — 2. Teiselt poolt aga
kujutuse *: ¢ +— i + 1 injektiivsuse tottu [WT| = |W| — 1 ja seega

U+ [WH =Ul+|W|—-1>n-1,

mis viib vastuolule. Lemma on toestatud. O

Teoreem 3.2 (Ore, 1960) Kui G = (V, E) on lihtgraaf, kus onn > 3 tippu
ja kehtib seos
deg(u) + deg(w) > n, (3.1)
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suvalise paari (u,w) € E korral (st (u,w) & E), siis graafis G leidub Hamil-
tons tsikkel.

Toestus. Oletame, et teoreem ei kehti. Oletame vastuviiteliselt et leiduvad
n-tipulised mitte-Hamiltoni graafid, milles kehtib tingimus (3.1). Olgu koi-
kige selliste n-tipuliste graafide klass G,,. Méargime esmalt, et kui n = 3, siis
ainus tingimust (3.1) rahuldav graaf on téisgraaf K3, milles loomulikult on
ka Hamiltoni tsiikkkel. Olgu n > 4 ja G = (V, E) selline graaf klassist G,,
kus on maksimaalselt palju servi, st iikskoik millise serva edasine lisamine
muudab graafi Hamiltoni graafiks, sest tingimus (3.1) jaab servade lisamisel
alati kehtima. Lisamegi G-le iihe serva e juurde ja oletame, et selle tegevuse
tulemusena tekib Hamiltoni tsiikkel:

e
U=TVyg— V1 —Vy— ...  Up9og—VUp_1—=W—1U.

Seega peab juba esialgses graafis G leiduma Hamiltoni ahel, mis algab tipust
u ja 16peb tipus w, kusjuures (u, w) € E. Seega kehtib ka vorratus (3.1). Olgu
U={i|1<i<n-2, (u,v;) € E}jaW ={j|1<j<n-1, (vj,w) € E}.
On selge, et U ja W on hulga M = {1, ...,n—2} alamhulgad ning |U| = deg(u)
ja |W| = deg(w). Vastavalt vorratusele (3.1) saame, et |U| + |WW| > n. Seega
kehtivad Lemma 3.1 eeldused ja lemmast tulenevalt leidub ¢, nii et © € W
jai+ 1 € U, st leidub tipp v;, nii et (v, w) € E ja (u,v41) € E (vaata
joonist 3.1). Siit aga jareldub, et graafis G peab leiduma Hamiltoni tsiikkel

Uu Vi1 Up—2
() ) () M)
/ / / /)
U1 Uy Ui w
Joonis 3.1: Hamiltoni ahel = Hamiltoni tsiikkel
U —Vjp1 7 Va2 7 oo. 7 Up2—>W—V; — Vi1 — ... VU1 — U,
mis on aga vastuolus eeldusega. O

Ore teoreemi toestades oleme me muuhulgas andnud toestuse jargmisele
tulemusele:
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Lause 3.3 Olgu G = (V, E) lihtgraaf ning olgu u,w € V sellised, et (u,w) &
E ja deg(u)+deg(w) > |V|. Siis leidub graafis G Hamiltoni tsikkel parajasti
siis, kui graafis G' = (V, EU{(u,w)}) leidub Hamiltoni tsiikkel.

Toestus. Suund =-. On ilmne, et kui G on Hamiltoni graaf, siis ka G’ on
Hamiltoni graaf — servi juurde lisades ei saa Hamiltoni tsiikkel dra kaduda.

Suund <. Olgu C' mingi Hamiltoni tsiikkel graafis G'. Kui ta ei sisal-
da serva (u,w), siis on ta ka Hamiltoni tsiikkel graafis G. Kui ta sisaldab
serva (u,w), siis on meil, analoogiliselt Ore teoreemi toestusega, graafis G
Hamiltoni ahel tipust u tippu w. Jéllegi onnestub meil leida selles ahelas
kaks naabertippu v; ja v;11 (me loeme, et indeksid kasvavad tipu w poole
minnes), nii et (u,v;41) € E ja (v;,w) € E (vaata joonist 3.1). See annabki
meile Hamiltoni tsiikli graafis G. 0

3.2 Ore sulund

Olgu G = (V, E) mingi n-tipuline lihtgraaf. Graafi G tlemgraafiks nimeta-
takse suvalist graafi (V, E;), nii et £ C E;. Tipu v valentsiks iilemgraafis
(V, E1) nimetatakse naturaalarvu

degp, (v) = [{w | (v,w) € B}l

On lihtne veenduda, et graafi valents iillemgraafis on vihemalt niisama suur,
kui graafis endas, st kui £ C F, siis mistahes tipu v € V korral degy(v) <

degp, (v).
Olgu (G,),er mingi graafide pere, kusjuures G, = (V, E,). Pere (G,).er
loikeks, nimetatakse graafi

(G. = (V.[)E.).

el el

Graafi G = (V, E) nimetatakse Ore-kinniseks, kui selle mistahes tipupaari
u # v korral kehtib implikatsioon

degp(u) +degp(v) > |V| = (u,v) € E. (3.2)

Lemma 3.4 Kui (G,),er on Ore-kinniste graafide mittetihi pere, siis loige
G = N,erG, on ka Ore-kinnine.
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Testus. Olgu G, = (V,E,) ja G = (V,E), st E := N,E,. Olgu u,v € V
mingi erinevate tippude paar ja kehtigu vorratus

degp(u) + degg(v) =2 n = [V].

Et iga ¢ € I korral kehtib sisalduvus E C E,, siis jarelikult iga ¢ € I korral
kehtivad vorratused:

dega(“) + degEb (v) > degE(U) + degE(U) >n,

millest graafide G, Ore-kinnisuse tottu jareldub, et Ve € I[(u,v) € E,], ehk
(u,v) € NerE,. Jarelikult on G ise ka Ore-kinnine. i

Graafi G Ore sulundiks O(G) nimetatakse graafi G' koikide Ore-kinniste
iilemgraafide 1oiget. Selle méaératluse korrektsus tuleneb faktist, et n-tipulisel
graafil G leidub alati vihemalt iiks Ore-kinnine {ilemgraaf milleks on téisgraaf
K,.

Esitame niiiid {ihe algoritmi, mis, nagu me edaspidi toestame, leiab graafi

Ore sulundi.
Algoritm. Olgu G = (V, E) lihtgraaf. Olgu n = |V]|.

1. Leia w,v € V nii, et (u,v) € E ja deg(u) + deg(v) > n. Kui selliseid
tippe u ja v ei leidu, siis véljasta graaf G' ja 1opeta t60.

2. Lisa hulka E uus serv (u,v) ja mine punkti 1.

Nagu me néeme, on esitatud algoritm mittedeterministlik — esimesel
sammul voib ta valida iikskoik millise tipupaari, mis teatavat tingimust ra-
huldab. Graafi Ore sulund on seevastu iitheselt méaratud. Néitamegi koige-
pealt, et esitatud algoritmi t66 tulemus (graaf, mille ta 16puks viljastab) ei
soltu tema mittedeterministlikest valikutest.

Lemma 3.5 Algoritmi vdljund ei soltu tippude u, v valikust algoritmi esime-
ses punktis.

Tdestus. Oletame vastuviéiteliselt, et leidub selline graaf G = (V| E), nii et
andes selle kirjeldatud algoritmi sisendiks, voime véljundiks saada mitu eri-
nevat graafi. Olgu G; = (V, Ey) ja Gy = (V, Ey) kaks erinevat voimalikku
valjundit, s.t. Fy # FEs.

Olgu (uy,v1), (ug,v2), ..., (ug, vg) servad, mis algoritm lisab (seejuures li-
samine toimub toodud jdrjekorras) graafile G, saamaks graafi G;. Samuti,

26



olgu (u},vy),. .., (u},v)) servad, mis algoritm lisab graafile G, saamaks graafi
Gy. Uldsust kitsendamata véime eeldada, et £,\F, # () (vastasel juhul va-
hetame dra graafid G; ja Gs). Sel juhul leidub servade (uy,v1), ..., (ug, vk)
seas moni, mis pole iikski servadest (uf,v]),..., (u;,v;). Olgui € {1,... k}
véhim selline indeks, et (u;, v;) pole iikski servadest (u},v}),. .., (u},v)).
Olgu G’ = (V, EU{(uy,v1),...,(ui—1,v;—1)}). Siis on graaf G’ graafi G
alamgraaf, sest koik tema servad leiduvad ka Gs-s. Kuna algoritm lisas graa-
file G serva (ug,v;), siis degq (u;) + dege (v;) > |V]. Ulemgraafiks olemise
tottu siis ka degg, (u;) + degq, (v;) > |V|. Peale selle on tipud u; ja v; graafis
G+ servaga ithendamata, sest iikski lisatud servadest (tegemaks graafist G
graafi Gs) pole (u;,v;). Seega pole algoritm, olles joudnud graafini G5, oma
tood veel 1opetanud — punktis 1 on tal veel voimalik valida tipupaar (milleks
moodustavad u; ja v;), mis rahuldavad antud tingimusi. O

Sarnaselt saame néidata, et kirjeldatud algoritm on monotoonne:

Lemma 3.6 Olgu G, = (V, Ey) ja Go = (V, Ey) kaks lihtgraafi, nii et £y C
Es. Olgu Gy = (V, EY) ja Gy = (V, Eb) algoritmi véiljundid, kui tema sisen-
diteks on vastavalt Gy ja Gy. Siis E] C Eb.

Tdestus. Olgu (uy,v1), (ug,v2), ..., (ug, vg) servad, mis algoritm lisab (see-
juures lisamine toimub toodud jéirjekorras) graafile Gy, saamaks graafi G.
Oletame vastuviiteliselt, et moni servadest (u1,v1),. .., (ug, vg) €l esine graa-
fis G. Olgu ¢ € {1,...,k} vahim indeks, nii et serv (u;,v;) ei esine graafis
G,

Vaatame graafi G' = (V, Ey U{(uy,v1), ..., (2i—1,v;—1)}). Siis on G’ graafi
G, alamgraaf. Jillegi on meil

o degqi(u;) + dege(v;) > |V, mistottu
o deggy (u;) + deggy (vi) = [V].
o (u;,v;) & Eb.

Seega pole algoritm, joudnuna graafini G5, veel oma t66d lopetanud. 0

Lause 3.7 Toodud algoritm leiab graafi Ore sulunds.
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Tdestus. Olgu G = (V, FE) mingi lihtgraaf ja olgu G’ = (V| E’) toodud algorit-
mi véljund, kui tema sisendiks on G. Algoritmi punktist 1 jareldub, et koigi
u,v € V jaoks, kus degq (u) + dege(v) > |V, kehtib (u,v) € E’, seega on
G’ Ore-kinnine.

Samuti tuleb algoritmi punktist 1 vilja, et kui algoritmi sisendiks on mingi
Ore-kinnine graaf, siis lopetab algoritm kohe t66aning viljastab sellesama
graafi. Muuhulgas, kui algoritmi sisendiks on O(G), siis ka tema viljundiks
on O(G).

Kuna O(G) on G iilemgraaf, siis peab vastavalt lemmale 3.6 ka O(G)
olema G'-i iilemgraaf. Samas on O(G) vihim graafi G Ore-kinnine iilemgraaf
(jareldub otseselt Ore sulundi definitsioonist). Seega G' = O(G), sest G’ on
Ore-kinnine. 0J

Algoritmi toime me sisse selleks, et toestada &dra jirgmine tulemus:

Lause 3.8 Graaf on Hamilton: parajasti sus, kui tema Ore sulund on Ha-
maltons.

Tdestus. Olgu G = (V, F) lihtgraaf ning olgu (uy,vy),. .., (ux, vg) servad, mis
Ore sulundi leidmise algoritm lisab (antud jarjekorras) graafile G. Defineeri-
me graafid Gy, ..., Gy jargmiselt:

Go=0G
Gi = Gi—l U {(Uu ’UI)} .
Vastavalt Ore sulundi algoritmi konstruktsioonile ning lausele 3.3 on graaf

G;—1 Hamiltoni parajasti siis, kui graaf GG; on Hamiltoni. Samas aga Gg = G
ja G, = O(G). O

Jareldus 3.9 Kui n-tipulise graafi G Ore sulund O(G) on K,, siis G on
Hamiltoni graaf.

Toestus. K,, on Hamiltoni graaf. O

Teoreem 3.10 Igas n-tipulises mitte-Hamiltoni graafis leidub k tippu v va-
lentsiga deg(v) < k jan—k tippu w valentsiga deg(w) < n—k mingi k < n/2
korral.
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T&estus. Olgu G = (V, E) mingi n-tipuline mitte-Hamiltoni graaf. Vastavalt
jareldusele 3.9 teame, et O(G) = (V, E') # K, st et leiduvad tipud u,w € V,
nii et (u,w) ¢ E'. Valime tipud u ja w nii, et summa degg (u) + degp (w)
oleks maksimaalne. Paneme téhele, et

degp (u) + degp (w) <n —1, (3.3)

sest muidu oleks Ore sulundi definitsiooni kohaselt (u,w) € E’. Defineerime
niitid kaks hulka:

U:={u|u #u, (W ,u) € E'}, W={w'|w #u, (W ,w)&FE'}.

Kuna me valisime v ja w nii, et summa (3.3) oleks maksimaalne, siis jérelikult
mistahes v’ € U ja w’ € W korral kehtivad vorratused:

degp (w') < degp (u), degp (u') < degp (w). (3.4)
Hulkade U ja W voimsused avalduvad jargmiselt:
Ul = V= Hu} = v | (w,v) € EY =n—1-degp(u), (3.5
W = [W={w} —{v](w,v) € E'} =n—1—degg(w).

Uldisust kitsendamata véib eeldada, et degp (u) < degg (w). Olgu k :=
degp (u). Vorratusest (3.3) tuleneb, et 2k < n — 1 ja seega k < n/2. Jallegi
vorratusest (3.3) saame, et |W| =n — 1 — degp (w) > degp (u) = k, st et
hulgas W on viahemalt & tippu. Vorratustest (3.4) jareldub, et

degp(w') < degp (w') < degp (u) =k

mistahes tipu w’ € W korral. Seega oleme téepoolest leidnud £ tippu, mille
valentsid ei iileta arvu k. Jadb veel iile nédidata, et leidub n — k tippu va-
lentsidega < n — k. Vorratusest (3.5) tuleneb otseselt, et |U| =n—k —1 ja
samuti

degp(u') < degp (u) < degp(w) <n—1—degp(u)=n—-1—-k<n—k

iga tipu v/ € U korral. Seega on meil énnestunud leida n — k — 1 tippu,
mille valents on véiksem kui n — k. Teoreemi loplikuks toestamiseks tuleks
veel kusagilt leida iiks tipp véljaspool hulka U, mille valents on véiksem kui
n — k. Lihtne on aga veenduda, et selleks tipuks sobib w ise. T'oepoolest,

degp(u) < degp (u) < degg(w) <n —k,

millega toereemi véide on téielikult toestatud. U
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3.3 Ulesanded

Ulesanne 25. Millised iilesandes 18 toodud graafidest on millistel tingimus-
tel Hamiltoni? Pool-Hamiltoni?

Ulesanne 26. Téesta, et kui n > 3, siis on @,, Hamiltoni graaf.

Ulesanne 27. Toesta, et kui G on paaritu arvu tippudega kahealuseline
graaf, siis G pole Hamiltoni.

Ulesanne 28. Milliste malendi X ja arvu n visrtuste korral on graaf G%*"
Hamiltoni?

Ulesanne 29. Turniir on orienteeritud graaf, kus iga kahe tipu vahel on
tapselt iiks kaar (mingit pidi orienteeritud). Niita, et igas turniiris leidub
orienteeritud Hamiltoni ahel.

Ulesanne 30. Téesta, et Euleri graafi servgraaf on Hamiltoni.
Ulesanne 31. Téesta, et Hamiltoni graafi servgraaf on Hamiltoni.

Ulesanne 32. Graafi nimetame Hamiltoni-sidusaks, kui tema iga kahe tipu
jaoks leidub Hamiltoni ahel, mille otspunktideks need tipud on. Kas graaf ()3
on Hamiltoni-sidus?

Ulesanne 33.
1. Leia graafis Ky 4 serviti loikumatut Hamiltoni tsiiklit.

2. Toesta, et graafis Ko ei saa leiduda iile k serviti loikumatu Hamiltoni
tstikli.

3. Toesta, et graafis Koxy1 leidub tépselt £ serviti loikumatut Hamiltoni
tsiiklit.
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Peatiikk 4

Puud

Mets on lihtgraaf, milles puuduvad tsiiklid. Puu on sidus mets. See on koi-
gest iiks viis puid defineerida, jargmine teoreem annab mitu alternatiivset
versiooni.

Teoreem 4.1 Olgu T lihtgraaf, millel on n tippu. Jargmised vdited on koik
tliksteisega samavddrsed:

(i). T on puu (s.t. sidus ja tsikliteta).

(ii). T on tsiikliteta graaf, millel on n — 1 serva.
(111). T on sidus graaf, millel on n — 1 serva.

(). T on sidus ning T iga serv on sild.

(v). T suvalise kahe tipu vahel on tdapselt ks lihtahel.

(vi). T on tsikliteta, aga T-le mone uue serva lisamisel tekib tsikkel.
Tdestus. (i)=(ii). Kerge on veenduda, et igas n-tipulises puus on tépselt
n — 1 serva. Toepoolest, kui n = 1, on asi selge. Oletame, et teoreemi véaide
kehtib n — 1 korral (st. igas (n — 1)-tipulises puus on n — 2 serva) ja T' =
(V,E) on mingi n tipuline puu. Vastavalt teoreemile 1.2 leidub graafis T’
viahemalt {iks tipp v valentsiga 1 (nullise valentsiga tippe ei leidu sidususe

tottu). Olgu w € V tipp nii et (v,w) € E. Indutseeritud (n — 1)-tipuline
alamgraaf T” tippude hulgaga V\{v} on samuti sidus ja tsiikliteta, st puu,
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milles induktsiooni eeldusele tuginedes on n — 2 serva. Jérelikult on graafis
T servi tapselt n — 1.

(ii)=(iii). Graafi T" koik sidususkomponendid on tsiikliteta, s.t. nad on
puud. Vastavalt jareldusele (i)=-(ii) on neis koigis servi iithe vorra véhem
kui tippe. Seega on graafis T servi tippudest vidhem sidususkomponentide
arvu vorra. Vastavalt eeldusele on servi ithe vorra vahem kui tippe, seega on
sidususkomponentide arv 1.

(iii)=(iv). Sarnaselt toestuse (i)=-(ii) arutlusele saame me néidata, et
igas sidusas n-tipulises graafis on vdhemalt n — 1 serva. Kui meil on niiiid
antud sidus graaf T', millel on n tippu ja n — 1 serva, siis kui me temast mingi
serva eemaldame, saame n — 2 servaga graafi, mis peab olema mittesidus.
Seega pidi eemaldatud serv olema sild.

(iv)=(i). Kui graafis T" leiduks moni tsiikkel, siis, mone sellesse tsiiklisse
kuuluva serva eemaldamisel jadks graaf endiselt sidusaks. Seega see tsiiklisse
kuuluvad servad ei ole sillad.

(i)=(v). Kuna 7T on sidus, siis on T" iga kahe tipu vahel véhemalt iiks
lihtahel. Kui mingite tippude u ja v vahel on enam kui {iks lihtahel, siis peab
nende vahel leiduma tsiikkel.

(v)=-(vi). Kui T-s oleks tsiikkel, siis oleks kahe sellel tsiiklil asuva tipu
vahel vihemalt kaks erinevat lihtahelat. Kui me lisame graafile T' uue serva

e tippude u ja v vahele, siis on u Lvsu graafi T' + e tsiikkel, kus P on
vastavalt eeldustele leiduv tee tippude u ja v vahel.

(vi)=(i). Oletame, et T on mittesidus. Lisades talle serva, mis ithendab
kaht erinevatesse sidususkomponentidesse kuuluvat tippu, ei teki tsiiklit. [

Jareldus 4.2 Kui puus leidub lihttee u ~> v ~ w, siis d(u,w) = d(u,v) +
d(v,w).

Tdestus. Jéreldub teoreemi 4.1 viitest (v). Tippude u ja w kaugus on nende
kahe tipu vahel oleva ainsa lihttee pikkus, see lihttee labib tippu v. O

Sidusa graafi G aluspuuks nimetatakse tema alamgraafi T', mis on puu
ja mis sisaldab koiki graafi G' tippe. Graafi alampuu kujutab endast mingis
mottes lihtsaimat viisi graafi koigi tippude kokkuiihendamiseks.

Kui meil on defineeritud graafi G servade kaalud (s.t. antud mingi funkt-
sioon E(G) — R) ning on antud G mingi aluspuu 7', siis me vdime definee-
rida ka 7" kaalu W (T') kui koigi T servade kaalude summa. Erinevate alus-
puude kaalud voivad erinevad olla, meid huvitab, kuidas leida moni graafi G
minimaalse kaaluga aluspuu.
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Teoreem 4.3 Jdargmine algoritm leiab n-tipulise sidusa graafi G minimaalse
kaaluga aluspuu T':

(i). Olgu ey graafi G minimaalse kaaluga serv.
(it). Iga j € {2,...,n — 1} jaoks olgu e; minimaalse kaaluga serv, nii et

® ¢; on erinev servadest ey, ..., €j_1;

e ¢; ei moodusta koos servadega ey, . .., ej_; tsiklit.

Olgu puu T graafi G alamgraaf, mis sisaldab servi ey, ..., e, 1.

Tdestus. See, et T on graafi G aluspuu, jareldub teoreemi 4.1 osast (ii). Meil
tuleb veel néidata, et 7" on minimaalse kaaluga.
Olgu T" graafi G selline aluspuu, mis

e on minimaalse kaaluga;

e minimaalse kaaluga aluspuude seas omab puuga 7" maksimaalse arvu
ithiseid servi.

Oletame vastuviiteliselt, et W(T") < W(T), sel juhul 7" # T. Olgu k €
{1,...,n — 1} vdhim selline arv, et teoreemi sonastuses defineeritud serv
er el kuulu puusse T7”. Olgu S graafi G alamgraaf, mis saadakse serva ey,
lisamisel puule T7”. Graaf S sisaldab tsiikleid, olgu C selle graafi iiks tsiikkel.
See tsiikkel peab sisaldama serva ey, ta peab ka sisaldama mingit serva e,
mis ei kuulu puusse 7. Kui me kustutame graafist S serva e, siis me saame
mingi graafi 7", mis on jille G aluspuu — graaf 7" on sidus ja tal on n — 1
serva.

Servad ey, ..., ex_1 kuuluvad ka puusse T". Vastavalt meie konstruktsioo-
nile on e; minimaalse kaaluga graafi G selliste servade hulgas, mis pole vord-
sed servadega eq,...,ex_1 ning ei moodusta koos nende servadega tsiiklit
graafis G. Ka serv e on iiks graafi G sellistest servadest, mis pole vordsed
servadega eq, ..., e,_1 ning ei moodusta koos nende servadega tsiiklit graafis
G. Seetottu w(ey) < w(e). Jarelikult W(T") < W(T") ning puul 7” on puuga
T rohkem iihiseid servi kui puul 7”. Vastuolu 7" valikuga. OJ
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4.1 Ulesanded

Ulesanne 34. Niita, et sidus graaf on puu parajasti siis, kui ta on kahealu-
seline ja iga kahe tipu jaoks on nendevaheline lithim tee unikaalne.

Ulesanne 35. Leia puu koigi tippude astmete summa.

Ulesanne 36. Tdesta, et kui puus on vihemalt kaks tippu, leidub seal ka
véahemalt kaks rippuvat tippu (st tippu astmega 1).

Ulesanne 37. Toesta, et puul 7" on kas iiks tsenter voi kaks omavahel servaga
ithendatud tsentrit ning et esimene juht esineb parajasti siis, kui d(7") on
paaris.

Ulesanne 38. Toesta, et kui 7' on puu, siis

e i)

Ulesanne 39. Olgu T puu. Toesta, et kehtib iiks kahest véitest:
1. v e V(T) Vo € Aut(T) ¢(v) = v voi
2. I(z,y) € B(T) Vo € Aut(T) ¢({z,y}) = {z,y}.

Ulesanne 40. Leia jérgmise graafi minimaalse kaaluga aluspuu.

Ulesanne 41. Kas voib viita, et iga sidusa graafi kaks suvalist aluspuud
omavad vahemalt iihte iihist serva?

Ulesanne 42. Mitu paarikaupa mitteisomorfset aluspuud on graafil Ky ,?
Ulesanne 43. Kas kehtib, et sidusa graafi G korral
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1. Ve € E(G) Jaluspuu 7', e € E(T)?
2. Ve; # ey € E(G) Jaluspuu T, ey, e5 € E(T)?
3. Vey # ey #e3# e € E(G) Jaluspuu T, ey, e9,e3 € E(T)?
Ulesanne 44. Kas voib viita, et kui graafi diameeter on k, siis leidub selles

graafis aluspuu diameetriga k7

Ulesanne 45. Niita, et graafi ), suvalise aluspuu diameeter on vihemalt
2n — 1. Konstrueeri (),, aluspuu diameetriga 2n — 1.

Ulesanne 46. Puu on touk, kui temast koigi tema lehtede kustutamisel
allesjadv graaf on ahel. Niita, et puu on touk parajasti siis, kui jargmine
graaf ei sisaldu temas alamgraafina:

35



36



Peatiikk 5

Margendatud puude
loendamine

Méargendatud graafiks mérgendite hulgaga M C N nimetatakse kolmikut
Gy = (V,E, ), kus G = (V, E) on mingi graaf ja V -2 M on bijektiivne
kujutus.

Mirgendatud graafe Gi; = (Vi, By, 1) ja G2, = (Va, Fy, yi2) niemtatakse
isomorfseteks (tdhistatakse G, = G32,), kui leidub kujutus V; —= V5, mis
on graafide G; = (V1, Ey) ja Go = (Va, E) isomorfism ja py(v) = pa(e(v))
iga v € V; korral, st jirgmine diagramm on kommutatiivne:

|,

| | (5.1)

M:M.

Paneme téhele, et mérgistatud graafid saavad isomorfsed olla siis, kui nende
mérgendite hulgad on vordsed. Margistatud graafi Gy, = (V, F, 1) nimeta-
takse mérgistatud puuks, kui G = (V, E') kui graaf on puu.

Kirjeldame niiiid algoritmi, mis igale n-tipulisele (n > 2) mérgendatud
puule Gy = (V, E, u) mérgendite hulgaga M seab vastavusse teatud (n — 2)-
elemendilise (hulka M kuuluvate) mérgendite jada, mida nimetatakse mér-
gendatud puu Priiferi koodiks ja tahistatakse p(Gjy). Algoritm ise on jérg-
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mine:

1. Kui |[V| =2, siis p(G) =[], st kood on tiihisona.

2. Leia vidhima kaaluga leht v. Olgu (v, w) € E.

3. Lisa senikoostatud koodi 16ppu mérgend p(w).

4. Eemalda graafist G tipp v koos servaga (v, w) ja mine punkti 1.

(5.2)

Olgu Ty = (V, E, 1) on mérgendatud puu ja v € V on mingi leht. T&-

histame edaspisi 7' — v mérgendatud puud mérgendite hulgaga M\{pu(v)},

mis on saadud puust 7' lehe v eemaldamisel koos teda iihendava servaga,

kusjuures koikide muude tippude méargendid jadvad samaks. Seljuhul saab
koodi p(T') leidise algoritmi formaalselt kirja panna jéargmisel viisil:

[0 kui |T| =2;
olT) = { [1(w)(T —v)] kui p(v) = Mingeg, =1 #(u) ja (u,w) € E('5 3

Lemma 5.1 Kui o(T) = [piple. .. fn—2], ja v on minimaalse mdrgendiga
tipp, siis (T —v) = [p2 ... pn—2].

Tdestus. Viide tuleneb otseselt algoritmi kirjeldusest (5.2),(5.3). O
Lemma 5.2 Mdrgend ju(v) esineb koodis o(Tyr) tapselt degp(v) — 1 korda.

Toestus. Kasutame induktsiooni tippude arvu jargi. Teoreemi véide kehtib,
kui |V| = 2, sest siis on puus parajasti kaks tippu, mille valentsid on molemal
ithed, ning Priiferi kood on tiihi, st mélemad tipud esinevad koodis tépselt 0
korda.

Oletame, et teoreemi viide kehtib kéigi (n — 1)-tipuliste mérgendatud
puude korral (mistahes (n — 1)-tipuliste mérgendite hulkadega). Olgu T =
(V, E, ;1) mingi n-tipuline mérgendatud puu mérgendite hulgaga M ja Priiferi
koodiga [p1fio - - - fn_2].

Olgu v € V minimaalse mérgendiga leht selles puus ja (u,w) € E. Vas-
tavalt Algoritmile (5.2) on p(w) = py. 7" =T — v on (n — 1)-tipuline mér-
gendatud puu mérgendite hulgaga M\{u:}, ja vastavalt Lemmale 5.1 on
o(T") = [uz2 - . . fin—2]. Olgu u € V suvaline tipp puus 7. On kolm voéimalust:

e Kui u = v, siis on selge, et deg(u) = 1 ja u(u) ei esine kordagi priiferi
koodis (7', sest v eemaldatakse puust juba esimesel sammul.
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o Kui u = w € T, siis degp(u) = degp(u) — 1 ja u(u) = uy esineb
koodis ©(T") = [pa...pn 2| ithe korra rohkem kui koodis p(T) =
[f1pt2 - - - fin_o]. Kuna vastavalt induktsiooni eeldusele esineb pu(u) = pq
koodis o(7") tépselt degy(u) — 1 korda, siis jérelikult esineb ta koodis
©(T') iihe korra rohkem, st

(degp(u) — 1) + 1 = degy (u) = degp(u) — 1
korda.

e Kui u € V\{v,w}, siis jarelikult (v,u) ¢ E (sest degrp(v) = 1 ja
(u,w) € E), mistottu degp(u) = degg (u). Kujutuse u injektiivsuse
tottu p(u) # pp = p(w) ja seega esineb p(u) koodis p(7') sama arv
kordi, kui koodis o(7"), st vastavalt induktsiooni eeldusele

degp (u) — 1 = degp(u) — 1
korda.

Lemma on toestatud. 0

Teoreem 5.3 Kui Ty, = (Vi, Ey, 1) ja Ty = (Va, Eo, p2) on mdrgendatud
puud tihise méirgendite hulgaga M ja p(Ty,) = o(T3,), siis Ty, = T3

Toestus. Kasutame induktsiooni tippude hulga jargi. See on voimalik, sest
puu tippude arv on Priiferi koodi pikkusega iiheselt méaratud, mistottu kaks
puud, mille koodid on samad, on vordse tippude arvuga.

Néitame, et teoreemi viide kehtib, kui T}, ja Ts; on kahetipulised. Olgu
M = {my,my}, kus m; < my. Kuna puud on kahetipulised, siis o(T3;) =
[ = @(T%). On selge, et kahetipuliste graafide korral on iga diagrammi (5.1)
kommutatiivseks tegev bijektsioon ¢ iihtlasi ka mirgistatud graafide T4, ja
T?%, isomorfism. Samuti on selge et parajasti iiks selline bijektsioon leidub.

Oletame, et teoreemi véide kehtib koéigi (n — 1)-tipuliste méargendatud
puude korral. Olgu T4, ja Ti, mingid n-tipulised mérgendatud puud, nii et

@(Tz\lﬂ = [tz . fin—2] = @(TJ@)

Paneme téhele, et Priiferi koodist saab leida lehtede mérgendite hulga, mil-
leks on koik need méargendid, mis on hulgas M, kuid mis ei esine kordagi
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Priiferi koodis. Seega on moélema puu lehtede mérgendite hulgad vordsed.
Seega on ka minimaalse méargendiga lehtede v; € Vi ja vy € V5 mérgendid
vordsed, st p1(v1) = m = pa(ve) mingi m € M korral, mistottu T3, — v; ja
T?%, — vy on mérgendatud puud iihise miirgendite hulgaga M\ {m}, kusjuures

@(ij —v1) = (2. fn—2] = @(TJE — V).

[

Vastavalt induktsiooni eeldusele T, — v; = T% — vy, st leidub isomorfism
ViM{vi} =5 Va\{w,}. Olgu (vy,wy) € By ja (vg,ws) € Ey. Vastavalt Priife-
ri koodi definitsioonile, py(wy) = g1 = pa(ws), ja seega diagrammi (5.1)
kommutatiivsuse tottu

p2(wa) = p1(wr) = pa(p(wr)),

millest funktsiooni ps injektiivsuse tottu saame, et p(w;) = ws. Viimasest

seosest jiareldub, et isomorfismi ¢ saab jitkata isomorfismini T}, —— T2
defineerides iga v € V) korral

(v) = { e(v), kuive Vi\{v}

Vg, kui v = vy.

Lihtne on veenduda, et ¢ on tdepoolest mérgendatud graafide isomorfism.
Seega Th, = T%,. O

Teoreem 5.4 Olgu M C N ja|M|=n >2. Olgu M = [p1pa . . . fin_2] mingi
(n — 1)-elemendiline jirjend, nii et p; € M igai € {1...n — 2} korral. Siis
leidub n-tipuline mdrgendatud puu Ty = (V, E, i) mdrgendite hulgaga M nii

Tdestus. Kasutame induktsiooni hulga M véimsuse jargi. Kui M = {my, moy},
siis M = [] ja voime T-ks votta kaheelemendilise puu, omistades méargendid
suvalises jarjekorras. Oletame, et viide kehtib (n — 1)-elemendiliste mérgen-
dihulkade korral.

Olgu |M| = n ja M = [pfia. .. fin—2] on mingi (n — 2)-elemendiline
jarjend, nii et Vi € {1...n—2}: u; € M. On selge, et hulk M\ M pole tiihi,
sest hulgas M on rohkem elemente kui jarjendis M. Olgu py minimaalne
element selles hulgas. Olgu T}, = (V', E', /') méirgendatud puu mérgendite
hulgaga M' = M\{po}, nii et p(T},) = M' = [pa ... fin—2], mis leidub ténu
induktsiooni eeldusele ja faktile, et |M'| =n — 1.
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Olgu w € V' tipp, nii et p/'(w) = py. Selline tipp leidub, sest V' M
on bijektiivne. Moodustame uue puu 7T), lisades puusse T}, uue tipu v ja
uue serva (v,w), nii et v on puu Ty leht. Olgu V= V' U {v} ja E =
E’" U {(u,v)}. Laiendame funktsiooni V"’ M’ funktsioonini V. 5 M
defineerides u(v) = po.

Tipp v puu T); minimaalse mérgendiga leht, sest kui leiduks leht v/ € V'
nii et p(v') < p(v) = o, siis v’ € V' ja v’ seega on v’ leht ka puus 77}, millest
o(Ty,) = M’ ja Lemma 5.2 tottu saame, et v' € M\ M, mis on vastuolus i
valikuga. Seega vastavalt algoritmile (5.3)

(Tar) = (T — )] = [p(Thp)] = [apsa - - - pin—2],

mis toestabki teoreemi vaite. O
Siit aga jareldub kohe Cayley teoreem:

Teoreem 5.5 (Cayley) Iga n > 2 korral leidub tipselt n™>

set margendatud puud mdrgendite hulgaga M = {1,... n}.

mitteisomorf-

Toestus. Eelmised kaks teoreemi toestavad, et saab korraldada iiksiithese vas-
tavuse n-tipuliste mérgendatud puude ja (n — 2)-elemendiliste arvujadade
(41 . . . fin_2] vahel, kus pu; € M. Neid jadasid on n"? ja seega on sama palju
ka mérgendatud puid. 0

5.1 Ulesanded

Ulesanne 47. Leia Priiferi koodidele

1. (1,2,3,4),
2. (4,3,2,1),
3,3,3,3),

(1,
(
- (

4. (4,3,4,5,4,7,7),
. (2,3,3,3,6,6,0),
- (

2,4,2,1,9,1,8)
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vastavad méargendatud puud.
Ulesanne 48. Leia jargmiste mirgendatud puude Priiferi koodid:

1.

)
6 1 4 2
° ° °
3
2.
3.
4.
d.
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Ulesanne 49. Téesta, et iga n € N jaoks kehtib

n—1

k=1
Vihje: n-tipulise mérgendatud puu saame k-tipulise mérgendatud puu ja (n—
k)-tipulise mérgendatud puu mingil viisil servaga ithendamisel.

Ulesanne 50. Olgu 7(G) graafi G aluspuude arv. Niita, et iga e € E(G)
jaoks kehtib 7(G) = 7(G —e) + 7(G\e). Siin G\e tdhistab serva e kokkutom-

bamist, s.t. tema otstipud loetakse iiheks tipuks.
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Peatiikk 6
Vorgud ja vood

Vork on suunatud graaf GG, mille igal serval e on defineeritud [dbilaskevoime

Y(e), kus ¥(e) on mittenegatiivne reaalarv, s.t. E(G) 2, R,.

Suunatud graafi tippu v nimetatakse ldhteks, kui see tipp pole iihegi serva
lopptipp. Suunatud graafi tippu v nimetatakse suudmeks, kui see tipp pole
ithegi serva algtipp. Kéesolevas osas me vaatame ainult selliseid vorkusid,
millel on tépselt iiks lihe ja tépselt {iiks suue. Siintoodavaid tulemusi saab
iildistada ka juhule, kus graafil on mingi muu arv ldhteid voi suudmeid.

Kui G on suunatud graaf ja f on selle graafi servade mérgendus reaal-

arvudega, s.t. E(G) 7, R, siis on graafi G' tipu v f-sisendaste deg;(v) ja
f-viljundaste deg;(v) defineeritud jérgmiselt:

. -

deg;(v) = Y fle) ja degi(v)= Y fle).

e€E(G) ecE(G)
Jw:E(e)=(w,v) Jw:E(e)=(v,w)

Lause 6.1 Olgu G suunatud graaf ja olgu f on selle graafi servade mdargen-
dus reaalarvudega. Siis on G koigi tippude f-viljundastmete summa vordne
G koigi tippude f-sisendastmete summaga.

Toestus. Meil on

S degsv)= Y fley="2 fle)=

veV(Q) veV(G)  e€E(G) e€E(G)
Jw:E(e)=(w,v)

SO0%Y fe= Y degv)

veV(G)  e€E(G) veV(Q)
Jw:E(e)=(v,w)
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O

Olgu (G, %) vork ja olgu tipud s ja t selle vorgu ldhe ja suue. Vooks ¢
vorgul G nimetatakse graafi G servade mérgendust mittenegatiivsete reaal-
arvudega, nii et

e iga G serva e jaoks kehtib p(e) < ¥(e);
% %
e iga G tipu v jaoks, vilja arvatud tipud s ja t, kehtib deg,,(v) = deg,(v).

Olgu (G, ) vork ja olgu ¢ mingi tema voog. Lausest 6.1 jareldub, et G
lihte @-viljundaste vordub G suudme p-sisendastmega; seda arvu nimeta-
takse voo o vddrtuseks ja tahistatakse |p|. Meid huvitab, kui suur voib (G, )
voo véartus olla; neid voogusid, millel on see suurim voimalik vaéartus, nime-
tame maksimaalseteks voogudeks.

Voo véaartust ei pea tingimata ,mootma* vorgu ldhte voi suudme juures.
Me voime vorgu tipud suvalisel viisil kahte ossa jagada, nii et ldhe kuuluks
iihte ossa ja suue teise ossa, voo ¢ véirtuse voib siis leida suuruste ¢(e)
kaudu, kus e on serv kahe osa vahel.

Lemma 6.2 Olgu (G, 1) mingi vork ning ¢ mingi voog sellel vorqul. Olgu G
tipuhulk V (Q) tikeldatud hulkadeks Vy ja Vi (s.t. V;UV, = V(G) ja VsNV, =
0) nii, et s € Vy jat € V;. Siis @ vddrtus on vordne suurusega ®(Vi, V), mis
on defineeritud kui

OV, V)= > wle)= D ple) . (6.1)
e€E(G) ecE(G)
E(e)eVsx E(e)eVyxVy

Tdestus. Paneme koigepealt tihele, et kui e € F(G) on silmus ning ¢ on mingi
E(G) mirgendus mittenegatiivsete reaalarvudega, siis ei soltu ei ¢ vooks
olemine v&i mitteolemine ega ka ¢ véértus (kui ta on voog) ¢(e) vidrtusest.
Seetottu voime me iildsust kitsendamata eeldada, et ¢(e) = 0 iga silmuse
e € E(G) jaoks.

Lemma toestame induktsiooniga iile hulga V; voimsuse. Baasiks on juht
|Vs| = 1, s.t. Vi = {s}. Sel juhul on vahe (6.1) vasak pool vordne ¢ vadrtusega
(vastavalt voo véértuse definitsioonile) ning parem pool vordne nulliga (kuna
ei leidu servi, mille 16pptipp oleks s).
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Vi, Vi) = oV, V) =
VXV Vi |z [V VXV V||V

Vs +o | +p Vi +
T| = T +p
Vil - VI —¢| -y

CI)(V;, ‘/t> - (I)(Vs/’ V;f/) =
VXV Vi |z | W]

Vs +¢
T | - —p
Vi +

Joonis 6.1: (V,, V;), ®(V/, V/) ja nende vahe arvutamine.

Kehtigu lemma véide niiiid mingite hulkade V; ja V; jaoks ning olgu
z € V\{t}. Olgu V! = V, U {z} ja V/ = V;\{z}. Piisab, kui niitame, et
oV, V) =®(V,,V;). Meil on

OV, V) =@V, V)= > wle)— > ple)-

e€E(Q) e€E(G)
E(e)eVsx{x} E(e)e{z}xV/
Yooowlet Y ple) =deg,(x) — deg,(z) =0
e€E(Q) e€E(G)
E(e)efatx Vi E(e)eVy x{a}
(esimest vordust selgitab joonis 6.1), seega ®(V!,V/) = &(V;, V). O

Vooga mingis mottes duaalne moiste on loige. Vorgu (G, 1) 16ikeks ni-
metatakse sellist graafi G servade hulka L C E(G), et L-i kuuluvate servade
eemaldamisel G-st poleks G-s enam iihtegi (suunatud) teed lihtest suudmes-
se. Loike L ldbilaskevoimeks nimetatakse tema elementide labilaskevoimete
summat. Minimaalse voimaliku ldabilaskevoimega loikeid nimetatakse mini-
maalseteks loigeteks.

Teoreem 6.3 (Ford ja Fulkerson, 1955) Vorgu maksimaalsete voogude
vddrtused on vordsed selle vorgu minimaalsete loigete libilaskevoimetega.

Tdestus. Olgu (G, 1) mingi vork ning olgu s tema lihe ja t tema suue. Néi-
tame koigepealt, et tema iikskoik millise voo vaartus ei saa olla suurem kui
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tema iikskoik millise loike ldbilaskevoime. Olgu L vorgu GG mingi loige ja ol-
gu G’ graaf, mis saadakse graafist GG jittes temast vélja L-i kuuluvad servad.
Olgu V; graafi G (ja G') selliste tippude hulk, millesse leidub graafis G’ tipust
s suunatud tee. Olgu V; graafi G' koigi iilejadnud tippude hulk. Siis s € V
ja t € V,. Vastavalt lemmale 6.2 on ¢ védrtus vordne vahega (6.1). Koik
servad, iile mille summeeritakse selle vahe vasakus pooles, kuuluvad loikesse
L. Seega pole selle vahe vasak pool, seda enam terve vahe, suurem kui L-i
lédbilaskevoime.

Me oleme néidanud, et vorgu maksimaalsete voogude vaértus pole suurem
kui selle vorgu minimaalsete loigete labilaskevoime. Olgu ¢ niiiid mingi vorgu
(G, 1) maksimaalne voog, toestamaks teoreemi tuleb meil veel néidata, et
leidub selline loige, mille ldbilaskevoime on vordne ¢ vadrtusega.

Selleks defineerime me graafi G tipuhulga V(G) tiikelduse V,UV;. Tip-
pu v € V(G) loeme kuuluvaks hulka V parajasti siis, kui graafis G leidub

€2 €m

suunamata tee s = vy = v — - — v, =v,nii etigaie {1,...,m} jaoks:
(i). kui E(e;) = (vi_1, v;), siis p(e;) < ¥(e;);
(ii). kui E(e;) = (vi,vi-1), siis p(e;) > 0.

Sellist teed nimetame suurendavaks teeks (tippu v). Kui mingi tipupaari
(vi—1,v;) (siin v;_1 ja v; on suvalised tipud hulgast V') jaoks leidub serv e;, mis
rahuldab tingimusi (i) ja (ii), siis iitleme, et voog on tippude v;_; ja v; vahel
ktillastamata. Tipp v kuulub hulka V; parajasti siis, kui ta ei kuulu hulka V.
Vastavalt definitsioonile kuulub ldhe s hulka V. Tuleb véilja, et suue ¢
kuulub hulka V;. Toepoolest, oletame, et ta kuulub hulka Vi, sel juhul lei-
dub suurendav tee s = vy Sl V1 LR
reaalarvud ; € R, \{0} jargmiselt:

€m

— v,, = t. Defineerime positiivsed

5 {@w(en — lei),  kui E(er) = (vio1,v1)
’ o(e;), kui £(e;) = (vi_1,v;)

.....

@(6)7 kuie¢{617"'aem}
o) =< ple)+e, kuiTi:e=e;ja&le;) = (vi_1,v;)
ple) —e, kuidi:e=¢e;ja&(e;) = (vi,vi-1);
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on ilmne, et selliselt defineeritud ¢’ on téepoolest voog. Voo ¢’ védrtus on
e-1 vorra suurem kui voo ¢ véartus, see on vastuolus meie eeldusega, et ¢ on
maksimaalne voog. Jarelikult ¢t € V;.

Hulkade V; ja V; konstruktsiooni tottu kehtivad graafi G' serva e kohta
jargmised vaited:

e kui E(e) € Vi x V, siis p(e) = ¢(e) (muidu kuuluks e 16pptipp hulka
V);

e kui £(e) € V; x Vj, siis ¢(e) = 0 (muidu kuuluks e algtipp hulka V).

Siit omakorda jareldub, et ¢ védrtus on vordne koigi servade e € E(G), kus
E(e) € Vi x V, ldbilaskevoimete summaga. Koigi selliste servade hulk on
vorgu G 16ige, mis ongi otsitav. O

Jareldus 6.4 Olgu (G,) vork ning olgu ¢ mingi tema voog ja L mingi
tema loige, nii et @ vadrtus on vordne L-i labilaskevoimega. Siis ¢ on (G, 1)
maksimaalne voog ja L on minimaalne loige.

Toestus. Teoreemi 6.3 jargi on ¢ vadrtus vihemalt sama suur kui maksimaal-
setel voogudel ning L labilaskevoime on iilimalt nii suur kui minimaalsetel
loigetel. 0

Teoreemi 6.3 toestus annab meile ka algoritmi maksimaalse voo leidmiseks
vorgus (G, ). Olgu ¢ iikskoik milline voog selles vorgus (néiteks nullvoog
— voog, kus kéigi servade mérgendiks on 0). Kui meil on antud voog ¢;, siis
piiiiame leida mingi suurendava tee tippu t. Selleks voime néiteks konstrueeri-
da hulgad V; ja V; analoogiliselt teoreemi toestusega; hulk V, konstrueeritakse
graafi mingil viisil 1dbides, sellest ldbimisest on lihtsalt leitavad suurendavad
teed koigisse hulga V; elementidesse. Kui ¢ € V; (ja suurendavat teed tippu ¢
ei leidu), siis on p; maksimaalne voog, sest leidub 16ige, mille ldbilaskevoime
vordub ¢; védirtusega. Kui t € Vj, siis konstrueerime voo ;1 analoogili-
selt voo ¢’ konstruktsiooniga teoreem 6.3 toestuses, kasutades selleks leitud
suurendavat teed tippu t. Seejirel kordame eeltoodud sammu vooga ¢;.1.

Kirjeldatud algoritmi nimetatakse Ford-Fulkersoni algoritmiks.

Ford-Fulkersoni algoritmi kirjeldusest ei selgu, mitu iteratsiooni voib vaja minna (s.t.
kui suur v6ib indeks ¢ maksimaalse vooni joudes olla), saamaks mingit maksimaalset voogu.
Uurime seda kiisimust veidi ldhemalt.
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Lause 6.5 Olgu (G,%) mingi vork, kus koigil servadel on tdiisarvulised libilaskevoimed.
Sel juhul tehakse maksimaalse voo leidmise algoritmis Glimalt |p| iteratsiooni, kus ¢ on
(G, ) mingi maksimaalne voog.

Tdestus. Kui koigi servade labilaskevoimed on tédisarvud, siis margendavad ka vood ¢q, ¢1, @2, . . .,
mis Ford-Fulkersoni algoritm oma jirjestikustel iteratsioonidel koostab, koik graafi G' ser-
vad taisarvudega. Toepoolest, murdarvud ei saa algoritmi t66 kaigus kuskilt sisse tulla
— ainsad operatsioonid, mida algoritm arvudega teeb, on liitmine, lahutamine ja miini-
mumi leidmine, need operatsioonid aga annavad tédisarvudele rakendades jélle tulemuseks
tdisarvu.

Seega on ka |¢o), |¥1], [@2] - - - koik tdisarvud. Kuna |@;11] > |p4|, siis |@i+1] — @il > 1.
Seega joutakse iilimalt || sammu pérast mingi maksimaalse vooni |¢p|. O

See iteratsioonide iilemtoke voib vdgagi ebatéipne olla, kuid vdhemalt néitab ta, et
kui koigi servade ldbilaskevoimed on téisarvud, siis 1opetab Ford-Fulkersoni algoritm t66.
Siit jareldub kohe, et ka siis, kui koigi servade lébilaskevoimed on ratsionaalarvud, siis
lopetab Ford-Fulkersoni algoritm t66. Sel juhul on mingil iteratsioonil leitud voo vaartus
eelmisel iteratsioonil leitud voo vairtusest vihemalt koigi servade lédbilaskevoimete vihima
ithise nimetaja poordvairtuse vorra suurem. Kui me lubame servade ldbilaskevoimetena
ka irratsionaalarve, siis on voimalik konstrueerida vork ning sellised suurendavate teede
valikud, et algoritmi iteratsioonidel leitavate voogude véartused kiill ldhenevad piiramatult
maksimaalse voo védrtusele, kuid ei saa sellega kunagi vordseks.

Parema keerukushinnangu Ford-Fulkersoni algoritmile saame, kui me fikseerime, mil
viisil suurendav tee leitakse. Loeme niilid, et suurendav tee tippu ¢ leitakse graafi G laiuti
labides. Sellist tdiendust nimetatakse Edmonds-Karpi tdienduseks. Sel juhul on suurendav
tee tippu t, mida algoritm kasutab, minimaalse voimaliku pikkusega. Enamgi veel, koigi
tippude v € V; jaoks on suurendav tee ldhtest s tippu v, mis hulka V konstrueerides
leitakse, minimaalse voimaliku pikkusega.

Kui (G,), kus G = (V, E), on mingi vork ja ¢ mingi voog sellel, siis tahistagu d,(v),
kus v € V, lithima suurendava tee pikkust tippu v.

Lemma 6.6 Olgu (G,v), kus G = (V, E), mingi vork ja olgu wo, o1, @2, ... voogude jada,
mis leitakse Ford-Fulkersoni algoritmi (koos Edmonds-Karpi tdiendusega) jirjestikustel
iteratsioonidel. Siis on suvalise v € V' jaoks jada d,,(v) mittekahanev.

Toestus. Olgu ¢, ja p,+1 kaks jérjestikust voogu selles voogude jadas ning olgu B C V
koigi selliste tippude hulk, mis n-i juures seda mittekahanevuse tingimust ei tiida, s.t. olgu

B={v[veV.d,,(v) <dp ()} .

Oletame vastuviiiteliselt, et hulk B ei ole tiihi. Olgu v € B selline, mille jaoks §
minimaalne.

Olgu P’ lithim suurendav tee tippu v (voo ¢,41 jéirgi). Olgu u selle tee eelviimane tipp
(s.t. vahetult enne v-d). Kuna P’ ilma oma viimase tiputa on lithim suurendav tee tippu
w, siis 0y, ., (u) = 0y, (v) — 1. Kuna d,, ,, (v) védrtus on minimaalne hulga B elementide
seas, siis u ¢ B. Uurime voogu ¢,, tippude u ja v vahel.

1 (V) OD
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Kui ¢, on tippude u ja v vahel kiillastamata, siis on iga suurendav tee tippu u (voo
©p, jirgi) ithe sammuga pikendatav suurendavaks teeks tippu v. Muuhulgas kehtib see ka
lithima suurendava tee kohta ning seega 6, (v) < 6, (u) + 1. Kuna ka 0., (v) < 6y, , (u)
(sest u & B), siis

O, (V) < 0, (u) +1 < 0y, (u) + 1= 0,1, ()

ja jarelikult v € B, vastuolu.

Kui ¢, on tippude u ja v vahel kiillastatud, siis tdhistame P,-iga suurendavat teed
(voo ¢, suhtes) vorgu (G, ) suudmesse, nii et voog ¢,+1 on saadud voost ¢, lisades
talle tdiendava voo iile tee P, (sama moodi, nagu teoreemi 6.3 toestuses saadakse voog ¢’
voost ¢, lisades talle tdiendava voo iile teatava suurendava tee). Kuna ¢,41 on tippude u
ja v vahel kiillastamata, siis peab tees P, leiduma fragment --- — v —u—---.

Kuna P,, on leitud graafi G laiuti ldbides, siis on P,-i prefiks kuni tipuni v (analoogili-
selt: kuni tipuni «) minimaalse pikkusega suurendav tee (voo ¢, jirgi) tippu v (analoogi-
liselt: tippu u). Jarelikult d,, (v) = 0y, (u) — 1. Kuna ka d,,, (u) <4 (u) (sest u ¢ B),
siis

P41

S, (V) = 8p, (W) =1 <6, () =1 =16, (v) =2 <6, (v)

— YPn+1 — “¥Pn+1

ja jarelikult v ¢ B, vastuolu. O

Teoreem 6.7 Ford-Fulkersoni algoritm koos Edmonds-Karpi tdiendusega teeb vorgu (G, ),
kus G = (V, E), maksimaalset voogu leides ilimalt (|[V| — 2) - | E| iteratsiooni.

Tdestus. Olgu g, @1, P2, . . . vood, mis maksimaalse voo leidmise algoritm oma jérjestikus-
tel iteratsioonidel koostab. Leidmaks voost ¢, voogu ¢, 1 konstrueerib algoritm n-ndal
iteratsioonil mingi suurendava tee
Pois=vo v 2vg 2 Ty =t .

Defineerime suurused 61, . . ., d,, samamoodi nagu teoreemi 6.3 toestuses. Utleme, et tipu-
paar (v;—1,v;) on kriitiline, kui talle vastav suurus ¢, on minimaalne (teoreemi 6.3 tdestuse
terminites: (v;—1,v;) on kriitiline, siis kui §; = €). Igal iteratsioonil leidub vihemalt iiks
kriitiline tipupaar ja jirgmisel iteratsioonil on voog nende tippude vahel kiillastatud.

Olgu u, v € V. Loeme, mitmel iteratsioonil voib tipupaar (u, v) kriitiline olla. Kui (u, v)
on n-ndal iteratsioonil kriitiline, siis sisaldab P, fragmenti --- — u — v — -+ ja seega
B (1) = 0, () + 1.

Tteratsioonil jarjekorranumbriga n + 1 on voog tippude u ja v vahel kiillastatud. Kui
(u,v) on iteratsioonil n’, kus n’ > n, taas kriitiline, siis on voog ¢, tippude u ja v vahel
taas kiillastamata. Jarelikult peab leiduma mingi iteratsioon n”, kus n < n” < n/, nii et
suurendav tee P, sisaldaks fragmenti --- —v —wu —---. Siis aga é,,_,, (u) =6, _,, (v)+1.

Kokkuvottes saame

0o (u) >0y, (u) =0y, , (V) +12>0d, (v)+1=10,, (u)+2,

seega iga kord, kui (u,v) saab kriitiliseks, on suurus d,, (u) eelmise korraga vorreldes
viéhemalt kahe vorra suurenenud.
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Kui (u,v) on kriitiline tipupaar, siis ei saa suurus d,, (u) olla suurem kui |V| — 2.
Toepoolest, kriitilise tee P,, pikkus ei ole suurem kui n — 1, sest ta sisaldab koéiki tippe
iillimalt iiks kord. Samuti pole tipp u tee P,, viimane tipp, sest tipp v tuleb veel peale teda.
Tipupaare, mis iildse voivad kriitiliste tipupaaridena kone alla tulla, on iilimalt 2-|E| tiikki

— kui (u,v) on kriitiline, siis peab leiduma serv tipust « tippu v voi tipust v tippu u. O

6.1 Ulesanded

Ulesanne 51. Leia maksimaalsed vood jérgmistes vorkudes. Samuti leia neis
vorkudes moni minimQaalne kate.
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Ulesanne 52. Vaatleme voogu jérgmisel joonisel.
a 1 d

by

s >
\/ e\
¢ f
Olgu R = @, siis R" = R™"! + R"2 ja olgu iilejiinud servadel suured

2
labilaskevoimed. Olgu esimene suurendav tee s — a — d — t. Olgu jargmised

suurendavad teed (tsiiklis)
l.s—c—f—d—a—b—e—t

\
Y
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2. s—b—e—f—c—a—d—t
3.s—a—d—e—b—c— f—1t

Niita, et Ford-Fulkersoni algoritm ei lopeta t66d.
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Peatiikk 7

Vastavused ja katted

Olgu G mittesuunatud graaf. Vastavuseks graafis G nimetatakse tema serva-
de alamhulka M C E(QG), nii et iga tipu v € V(G) jaoks kehtib deg,,(v) < 1.
Siin deg,,(v) téhistab hulga M tipuga v intsidentsete elementide arvu. Vasta-
vust M nimetatakse maksimaalseks, kui ta on suurima voimaliku voimsusega.
Kui iga tipu v € V(G) jaoks kehtib deg,,(v) = 1, siis nimetatakse vastavust
M kooskolaks.

Kui G on graaf ja S C V(G), siis on hulga S naabrus N(S) C V(G)
defineeritud jargmiselt:

NS)={w|weV(G),Je€ E(G),ve S: &)= (v,w)} .

7.1 Berge’i teoreem

Olgu M vastavus graafis G. Teed P selles graafis nimetatakse M -vahelduvaks,
kui sellel teel olevad servad kuuluvad vaheldumisi hulkadesse M ja E(G)\M.
Kui tee P otstippudega u ja v on M-vahelduv, siis nimetatakse teda M-
laienevaks, kui deg,,(u) = deg,,(v) = 0.

Teoreem 7.1 (Berge) Vastavus M graafis G on maksimaalne parajasti siis,
kui selles graafis ei leidu M -laienevat teed.

Toestus. Suund =-. Olgu M graafi G maksimaalne vastavus ning oletame
vastuvéiteliselt, et leidub M-laienev tee P otspunktidega u ja v. Olgu M’
koigi selliste servade hulk, mis kuuluvad tdpselt iihte hulkadest M ja P. Olgu
w € V(G). Uurime, millega vordub deg,, (w).
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e Kui w ei asu teel P, siis deg,, (w) = deg,,(w). Toepoolest, kuna P-s
ei ole w-ga intsidentseid servi, siis on mingi w-ga intsidentne serv M’'-s
parajasti siis, kui ta on M-s.

e Kui w asub teel P ning w ¢ {u,v}, siis deg,,(w) = degy(w) = 1.
Antud juhul on P-s kaks w-ga intsidentset serva, neist iiks kuulub M-
i (ja el kuulu M'-i) ja teine ei kuulu (ja kuulub M'-i). Teised w-ga
intsidentsed servad ei kuulu M-i.

o Kui w € {u,v}, siis deg,,, = 1. Tipud u ja v pole ithegi M-i kuuluva
servaga intsidentsed, kiill aga on nad intsidentsed iihe P-sse kuuluva
servaga.

Meil on deg,, (u) = deg,,(u) + 1 ning deg,, (v) = deg,,(v) + 1. Ulejisnud
tippude jaoks on deg,; ja deg,, vordsed. Seega |M’| = |M|+ 1 ning M ei
ole maksimaalne vastavus.

Suund <. Olgu M mingi graafi G vastavus, mis ei ole maksimaalne,
me peame konstrueerima mingi M-laieneva tee. Olgu M* graafi G mingi
maksimaalne vastavus ning vaatame graafi H = (V, M U M*). Selle graafi
sidususkomponentidel voib olla {iks jargmistest kujudest:

(i). Isoleeritud tipp.
(ii). u v, kus e € M N M*.

(iii). Tsiikkel, mille servad kuuluvad vaheldumisi hulka M ja hulka M*. Seega
peab selle tsiikli pikkus olema paarisarv ning ta peab sisaldama vordsel
arvul hulka M kuuluvaid ning hulka M* kuuluvaid servi.

(iv). Tee, mille servad kuuluvad vaheldumisi hulka M ja hulka M*.

Kuna |M| < |M*| ning sidususkomponentides (i), (ii) ja (iii) on M-i ja M*-i
elemente vordsel arvul, siis peab H sisaldama vdhemalt iihte sidususkompo-
nenti kujuga (iv), nii et see tee nii algaks kui ka 16peks hulka M* kuuluva
servaga. See tee ongi M-laienev. O

7.2 Halli abieluteoreem

Teoreem 7.2 (Hall) Olgu G kahealuseline graaf, olgu tema alused X ja 'Y
(s.t. XUY =V(G), XNY =0 ning iga e € E(G) jaoks E(e) = (x,y) mingi
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r € X jay €Y jaoks). Graafil G leidub vastavus M omadusega deg,,(z) =1
iga © € X jaoks parajasti siis, kui iga S C X jaoks kehtib |[N(S)| > |S|.

Toestus. Suund =-. Olgu M selline vastavus, mis iga * € X jaoks sisaldab
z-ga intsidentset serva. See vastavus defineerib teatava funktsiooni X ——
Y, mis kujutab iga hulga X elemendi x selliseks hulga y elemendiks Y, et
vastavus M sisaldab serva, mille otstippudeks on x ja y. Vastavalt eeldustele
leidub iga = € X jaoks téapselt iiks selline y € Y. Kuna M on vastavus,
siis pole iikski y € Y intsidentne enam kui ithe hulka M kuuluva servaga,
jarelikult on funktsioon m injektiivne. Kuna m(S) C N(S), siis |[N(S)| >
[m(S)] = |5].

Suund <. Olgu M mingi maksimaalne vastavus graafis G. Oletame,
et leidub selline z € X, mille korral deg,,(z) = 0. Olgu Z koigi selliste
tippude v € V(G) hulk, mille korral leidub M-vahelduv tee tipust x tippu v
(vastavalt M-vahelduvuse definitsioonile kehtib € Z) ning olgu S = ZN X
jaT=27ZNY.

Néitame, et N(S) = T. Toepoolest, olgu s € S. Kui s =z jat € Y on
x-1 naabertipp, siis x — y on M-vahelduv ahel. Kui s # z, siis olgu P M-
vahelduv ahel z-st s-i. Selle ahela viimane serv kuulub M-i, sest selle ahela
pikkus on paarisarv ja tema esimene serv ei kuulu M-i (kuna deg,,(z) = 0).
Olgu e € E(G) tipuga s intsidentne serv ja olgu t € Y selle serva teine
naabertipp. Meil tuleb néidata, et leidub M-vahelduv tee x-st t-sse.

(i). Kui e € M, siis on e ahela P viimane serv. Kui me jédtame ahelast P
vélja serva e ja tipu s, siis jadb jargi M-vahelduv ahel z-st t-sse.

(ii). Kuie ¢ M, siis © % s 5t on M-vahelduv ahel 2-st t-sse.

Niitame, et hulgad S\{z} ja T" on vordse voimsusega. Selleks konstruee-
rime iiksithese vastavuse nende vahel. Olgu s € S\{z}. Eespool me juba
néitasime, et leidub e € M, mis on s-ga intsidentne. Tipuga s seame vas-
tavusse serva e teise otstipu, eespool (juht (i)) me juba néitasime, et see
tipp kuulub hulka 7. On ilmne, et erinevatele S\{z} elementidele seatakse
vastavusse erinevad T elemendid, seega |S\{z}| < |T'|.

Olgut € T. Siis deg,,(t) = 1, vastasel juhul oleks M-vahelduv tee P tipust
x tippu t M-laienev ning see ldheks vastuollu Berge’i teoreemiga. Tipuga t

seame vastavusse temaga intsidentse serva e € M teise otstipu s, siis x 5
t < s on M-vahelduv tee tipust  tippu s. On ilmne, et s # z ja erinevatele T
elementidele seatakse vastavusse erinevad S elemendid. Seega |T'| < |S\{z}|.
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Me oleme konstrueerinud sellise hulga S C X, et |[N(S5)| = |S| — 1. See
on vastuolus teoreemi eeldustega. U

Jareldus 7.3 Kui G on regulaarne (s.t. koigi tippude aste on sama) kahe-
aluseline graaf, mis ei ole nullgraaf, siis leidub G-s kooskola.

Tdestus. Olgu X ja Y graafi G alused. G regulaarsusest jareldub | X| = |Y|.
Toepoolest, kahealuselises graafis kehtib > _ deg(x) = > .y deg(y) ning
kui G on regulaarne, siis on see vordus sama, mis | X |-k = |Y| -k, kus k > 0
on koigi tippude aste.

Kui S € X ning e € E(G) on mone hulka S kuuluva tipuga intsident-
ne, siis on e ka mone hulka N(S) kuuluva tipuga intsidentne. Jarelikult
> esdeg(s) < 3 enis degly) ebk [S] -k < [N(S)| - & ja S| < [N(S)].
Vastavalt Halli abieluteoreemile leidub graafis G vastavus M, nii et koigi
x € X jaoks kehtib deg,,(z) = 1. Kuna Y'-s on sama palju tippe kui X-s, siis
peab ka koigi y € Y jaoks kehtima deg,,(y) = 1, seega on M kooskdla. [

7.3 Konigi teoreem

Vastavusega mingis mottes duaalne moiste on kate. Graafi G' katteks nimeta-
takse sellist tippude hulka K C V(G), nii et graafi G iga serva moni otstipp
kuulub hulka K. Katet K nimetatakse minimaalseks, kui tema voimsus on
vahim voimalik.

Lemma 7.4 Kui M on graafi G mingi vastavus ja K sellesama graafi ming:
kate, siis |M| < |K|. Kui |M| = |K|, siis on M maksimaalne vastavus ja K
minimaalne kate.

Toestus. Iga e € M jaoks leidub mingi v € K, nii et v on e otstipp. Vastavu-
se definitsiooni tottu peavad seejuures erinevatele M-i kuuluvatele servadele
vastama erinevad tipud. Seega |M| < |K|. Lemma teine véide jéreldub otse-
selt esimesest. U

Teoreem 7.5 (Koénig) Olgu G kahealuseline graaf. Siis on tema maksi-
maalsete vastavuste ja minimaalsete katete voimsused vordsed.
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Toestus. Olgu X ja Y graafi G alused ning olgu M tema mingi maksimaalne
vastavus. Me konstrueerime G sellise katte K, mille korral |M| = |K|.

Olgu U C X selliste tippude u € X hulk, nii et deg,,;(u) = 0. Paneme
téahele, et M voimsus on vordne X \U voimsusega — iga hulka X\U kuuluv
tipp on intsidentne mone M-i kuuluva servaga ja rohkem servi M-s pole.
Olgu Z selliste tippude v € V(G) hulk, mille korral leidub mingi v € U jaoks
M-vahelduv tee u-st v-sse. Olgu S = ZN X jaT = ZNY. Analoogiliselt
Halli abieluteoreemi toestusega kehtivad N(S) =T ja |S\U| = |T|.

Olgu K = T U (X\S), siis K on kate. Toepoolest, oletame, et serva
e € E(G) kumbki otspunkt ei kuulu hulka K. Sel juhul kuulub e alusesse
X kuuluv otspunkt hulka S, ning alusesse Y kuuluv otspunkt w hulka Y\ T
Jarelikult kuulub w € Y\T hulga S naabrusse, see on vastuolus véiitega
N(S)=T.

Katte K voimsus on

[K| =T+ [X\S] = [S\U] + |X\S| = [X\U| = [M|

(eelviimane vordus kehtib U C S C X tottu). Lopuks jareldub lemmast 7.4,
et kate K on minimaalne kate. O

7.4 Tutte’lr teoreem

Jargmisena anname me tarviliku ja piisava tingimuse kooskola leidumiseks
(iildises) graafis. Graafi G jaoks tdhistagu odd(G) selle graafi paarituarvulise
tippude arvuga sidususkomponentide arvu. Kui G on graaf ja S C V(G), siis
tahistagu G\ S graafi G indutseeritud alamgraafi tipuhulgaga V(G)\S.

Teoreem 7.6 (Tutte) Graafis G = (V, E) leidub kooskola parajasti siis, kui
iga S CV jaoks kehtib odd(G\S) < |S]|.

Toestus. Suund =-. Olgu M kooskola graafil G jaolgu S C V. Olgu Gy, ..., Gy
graafi G\S paarituarvulise tippude arvuga sidususkomponendid. Igas kom-
ponendis G; leidub vidhemalt iiks selline tipp v;, nii et serva e; € M, mille
itheks otstipuks on v;, teiseks otstipuks oleks mingi s; € S. Kuna M on vas-
tavus, siis on erinevate v;-de jaoks vastavad s;-d samuti erinevad. Seega peab
hulgas S olema viahemalt k tippu.

Suund <. Oletame vastuviiteliselt, et odd(G\S) < |S| kehtib iga S C V
jaoks, aga graafil G ei leidu kooskola. Kui me votame S = (), siis saame, et
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odd(G) = 0, seega on graafis G paarisarv tippe. Lisame graafile G mingil
viisil servi senikaua, kuni saame mingi graafi G*, millel ei ole kooskola, aga
kui me talle veel mone serva lisaksime, siis sellel graafil juba oleks kooskola.
Kuna taisgraafis Ky, leidub kooskola, siis pole G* téisgraaf.

Ka graafis G* kehtib iga S C V jaoks vorratus odd(G*\S) < |S], kuna

e graaf G*\S on saadud graafile G\ S mingil viisil servi lisades;

e graafile mingil viisil servi lisades ei saa odd(-) suureneda — serva lisades
voivad sidususkomponendid kas samaks jadda voi voib kahest sidusus-
komponendist iiks saada. Seejuures saab kahest paarisarvulise tippude
arvuga komponendist paarisarvulise tippude arvuga komponent (see-
juures odd(+) ei muutu), kahest paarituarvulise tippude arvuga kom-
ponendist paarisarvulise tippude arvuga komponent (odd(:) vdheneb
kahe vorra) ning paaris- ja paarituarvulise tippude arvuga komponen-
dist paarituarvulise tippude arvuga komponent (odd(-) ei muutu).

Olgu U koigi selliste tippude u € V' hulk, mis on graafis G* servaga iithen-
datud koigi iilejadnud tippudega. On selge et U indutseeritud G* alamgraaf
on taisgraaf.

Edasise toestuse idee. Niitame, et graafi G*\U iga sidususkomponent
on téaisgraaf. Kui see toepoolest nii on, siis saame me konstrueerida graafile
G* kooskola jargmisel viisil:

e Graafi G*\U paarisarvulise tippude arvuga sidususkomponendis kor-
raldame kooskola selle komponendi piires.

e Graafi G*\U paarituarvulise tippude arvuga sidususkomponendis kor-
raldame samuti kooskola selle komponendi piires, sellise vahega, et {iks
tipp jaab iile.

e Eelmisel sammul graafi G*\U paarituarvulise tippude arvuga sidusus-
komponentides Gy, . .., G, seame vastavusse mingite (suvaliste) tippu-
dega uq,...,u; € U. Saame seda teha, kuna k = odd(G*\U) < |U|

ning uy, ..., u; on ithendatud koigi iilejaanud tippudega.

e Hulka U\{uy,...,u;} tipud seame mingil viisil omavahel vastavusse.
See on voimalik, kuna need tipud on koik omavahel ithenduses ja neid
on paarisarv (kuna graafis G* on paarisarv tippe).
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Kirjeldatud kooskola eksisteerimine on vastuolus graafile G* seatud tingimu-
sega, et seal pole kooskola.

Nagu 6eldud, tuleb meil naidata, et G*\U koéik sidususkomponendid on
taisgraafid. Oletame vastuviiteliselt, et sidususkomponent H pole tiisgraaf.
Sel juhul sisaldab H vidhemalt kolme tippu, sest 1- ja 2-tipulised graafid on
koik kas mittesidusad voi tdisgraafid.

Olgu H' graafi H maksimaalse tippude arvuga téisalamgraaf. Siis leidu-
vad z € V(H)\V(H’') ning y € V(H'), nii et y ja z on omavahel servaga
ithendatud. Kui selliseid y-t ja z-i ei leiduks, siis oleks H’ omaette sidusus-
komponent.

Olgu x € V(H') selline, et x ja z ei ole omavahel servaga iithendatud. Kui
sellist z-1 ei leiduks, siis peaks ka z graafi H' tipp olema, seega ei oleks H’
siis maksimaalse tippude arvuga.

Olgu w € V\U selline tipp, et y ja w ei ole omavahel servaga ithendatud.
Selline w peab leiduma, sest y ei ole ithendatud koigi graafi G* tippudega
— vastasel juhul kuuluks ta ise hulka U. Tippude z, y, z ja w asendit ja
nendevahelisi servi illustreerib joonis 7.1.

Joonis 7.1: Tipud y, z,  ja w Tutte’i teoreemi toestuses

Kuna graaf G* oli selline, et talle iikskoik millise serva lisamisel leidub
temas kooskdla, siis leidub kooskola M, graafis G* U {z “ 2} ja kooskdla M,
graafis G* U {y o w}.

Olgu G’ = (V, (M1\M3) U (M\M)), s.t. graaf G’ sisaldab graafi G* koiki
tippe ja koiki selliseid servi, mis kuuluvad tdpselt iihte hulkadest M; ja Ms.
Kui v € V, siis on degq (v) voimalikud véértused ainult kas 0 voi 2. Toe-
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poolest, leidub tépselt iiks serv e; € M, ja tapselt iiks serv es € My, mis on
intsidentnsed v-ga. Kui e; = eq, siis ei ole see serv graafis G’ ja degg(v) = 0.
Kui e; # eq, siis e; € Ms ja ey € M; (muidu poleks My v6i My vastavus) ning
seetottu on nii e; kui ka ey graafi G’ servad ja degg (v) = 2. Graafi, kus tippu-
de astmete voimalikeks vadrtusteks on ainult 0 ja 2, sidususkomponentidel
on kaks voimalikku kuju — isoleeritud tipud ja tsiiklid. Graafis G' oleva-
tes tsiiklites esinevad vaheldumisi servad M;-st ja servad Ms-st, muuhulgas
tdhendab see, et graafi G’ koik tsiiklid on paarisarvulise pikkusega.

On selge, et e,, € M; ja ey, € My, muidu oleks M; voi M, juba graafi
G* kooskola, aga meie eeldasime, et G*-1 kooskolasid ei ole. Vaatame graafi
G’ neid sidususkomponente (tsiikleid), kuhu kuuluvad servad e,. ja e,,. On
kaks voimalust — nad asuvad kas samas sidususkomponendis voi erinevates
sidususkomponentides.

1: Servad ey, ja ey, asuvad erinevates sidususkomponentides. Olgu C
graafi G’ tsiikkel/sidususkomponent, mis sisaldab serva e,,, (vaata ka joo-
nist 7.2). Tahistagu Vo C V koigi tippude hulka, mida tsiikkel C' 1abib. Olgu
G¢ graafi G* indutseeritud alamgraaf tipuhulgaga V. Me néitame, et nii
graafil G¥ kui ka graafil G*\ V¢ leidub kooskola. See aga on vastuolus meie
eeldustega, sest nende kahe kooskola ithend annab meile kooskola graafil G*.

e Kooskolaks graafil G, on kooskola M; koigi nende servade hulk, mis
kuuluvad tsiiklisse C'. Toepoolest, tsiikli C' iga tipp on intsidentne tap-
selt {ihe hulka M; kuuluva servaga. Samuti on koik hulka M; kuuluvad
servad, mis asuvad tsiiklis C', iihtlasi ka graafi G* servad, sest et e, ei
asu tsiiklis C'.

e Kooskolaks graafil G*\V on kooskola M, koigi nende servade hulk,
mis ei kuulu tsiiklisse C'. See jareldub sellest, et M, koigi nende servade
hulk, mis ei kuulu tsiiklisse C', on kooskdlaks graafil (G*U{y o wh\Ve,
see graaf on aga vordne graafiga G*\V¢ (sest y,w € Vi).

2: Servad ey, ja ey, asuvad samas sidususkomponendis. Olgu selleks kom-
ponendiks tsiikkel C. Olgu Vi ja G defineeritud samamoodi nagu eelmises
variandis. Me konstrueerime taas kooskolad graafidel G¢, ja G*\ Ve ning joua-
me vastuoluni — kooskolani graafil G*.

Kooskolaks graafil G*\ Ve on taas kooskola My koigi nende servade hulk,
mis ei kuulu tsiiklisse C', pohjendus on sama, mis eelmisel korral. (Praegusel
juhul oleksime me voinud M, asemel kasutada ka Mi-e.)
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Joonis 7.2: Tsiikkel, mis sisaldab serva e,,,, kuid ei sisalda serva e,

Tsiiklit C' ja graafi G§, illustreerib joonis 7.3 (suurused W; ja Ws de-
fineerime me hiljem). Nagu me sellelt jooniselt ndeme, voivad tipud z, v,
z ja w esineda selles tsiiklis kahes pohimotteliselt erinevas jérjekorras (,,po-
himotteliselt erinev tdhendab, et pole teineteisest saadavad nihutamiste ja
peegeldamiste teel), need jarjekorrad on (y,w, z, x) ja (y,w, z, z). Oma eda-
sises arutelus me eeldame, et jarjekorraks on (y,w, z,z). Saamaks arutelu
jarjekorra (y, w, x, z) jaoks, tuleb meil edaspidi lihtsalt koikjal .z ja ,,z* &ra
vahetada.

Olgu W; C Vi tipuhulk, kuhu kuuluvad y, w ja koik neile tsiiklit C' sel-
les suunas (y — w — ---) ldbides jargnevad tipud, kuni tipuni z (kaasa
arvatud). Olgu Wy = Vo \W;. Olgu GF, kus i € {1,2}, graafi G* indutseeri-
tud alamgraaf tipuhulgaga W;. Konstrueerimaks kooskola graafil G, piisab,
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Joonis 7.3: Tsiikkel C', mis sisaldab servi e, ja ey,

kui konstrueerime kooskolad graafidel G7 ja G3; nende kooskolade iihend on
kooskola graafil GF.

Kooskolaks graafil G5 on kooskola M, koigi selliste servade hulk, mis on
mone hulka W5 kuuluva tipuga intsidentsed. Kooskolaks graafil G} on koos-
kola M, koigi selliste servade hulk, mis on mone hulka W, kuuluva servaga
intsidentsed, ning millele lisaks on veel voetud serv tippude y ja z vahel. Serv
y ja z vahel leidub vastavalt nende tippude valikule (joonis 7.1). Sellega ole-
me me konstrueerinud kooskola graafil G, ning ka graafil G*. Vastuolu. [

7.5 Ulesanded

Ulesanne 53. (Ruut)maatriksi A = (aij)i ;=1 permanendiks nimetame suu-
rust

peT(A) = Z A17(1)27(2) * * * Qnr(n)-

7'('6571.
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Utleme, et (ruut)maatriks P on permutatsioonmaatriks, kui tema igas reas
ja igas veerus on tépselt iiks 1 ning kéik iilejisinud elemendid on 0. Utleme,
et maatriks A on topeltstohhastiline, kui koik tema elemendid on mittenega-
tiivsed ja koik ridade ja veergude summad on 1.

Olgu A topeltstohhastiline (ruut)maatriks. Toesta, et siis

1. per(A) #0;

2. A avaldub kujul A = 1P, + ... + x,P,, kus z; on mittenegatiivsed,
r1+ ...+ x, =1 ja koik maatriksid P; on permutatsioonmaatriksid.

Ulesanne 54. Olgu antud hulga X alamhulkade pere (X1, X5, ..., X,,). Siis
nimetame vektorit (x1, z, ..., x,) selle pere erinevate esindajate komplektiks,
kui iga ¢ korral x; € X; ja koik elemendid z; on erinevad.

Olgu antud hulga X = {1,2,...,n} alamhulkade pere (X;, Xs,...,X,)
nii, et iga ¢ korral |.X;| = k ja hulga X iga element kuulub tépselt k£ alamhulka.
Toesta, et

1. sellel perel leidub erinevate esindajate komplekt;
2. sellel perel leidub £ loikumatut erinevate esindajate komplekti.

Ulesanne 55. Olgu m ja n positiivsed téisarvud. Ladina ruut on m x n
maatriks M = (m;;), mille elemendid on tédisarvud, mis rahuldavad jargmisi
tingimusi:

(a) 1 S mij S n,
(b) iiheski reas ega veerus ei ole kaht vordset elementi.

Paneme tahele, et neist tingimustest jareldub m < n. Kui m = n, siis nime-
tatakse seda ristkiilikut ladina ruuduks.

Olgu antud selline ladina ristkiilik M, mille korral m < n. Toesta, et
ristkiilikule M saab lisada n — m rida nii, et moodustuks ladina ruut.

Ulesanne 56. Olgu m ja n positiivsed téisarvud. Hulk {1,2,...,mn} on
jagatud ocaarikaupa iihisosata hulkadeks Aj, As, ..., A,, kus |A;| = m, i =
1,2,...,n. Toesta, et iga teise samasuguse jaotuse By, Bs, ..., B, korral saab

hulgad By, B, ..., B, nii iimber nummerdada, et A,NB; #0,7=1,2,...,n.
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Ulesanne 57. Kaks mustkunstnikku niitavad jargmist trikki. Esimene must-
kunstnik ldheb ruumist vélja. Teine mustkunstnik votab paki 100 kardiga, mis
on nummerdatud arvudega 1,2, ...,100, ja laseb kolmel pealtvaatajal jarge-
mooda valida igaiihel iihe kaardi. Teine mustkunstnik néeb, millise kaardi iga
pealtvaataja on votnud. Seejarel lisab ta iihe kaardi iilejaénud pakist. Pealt-
vaatajad segavad need 4 kaarti, kutsuvad esimese mustkunstniku ja annavad
need talle. Esimene mustkunstnik vaatab neid 4 kaarti ja “moistatab”, millise
kaardi vottis esimene, millise teine ja millise kolmas pealtvaataja. Toesta, et
mustkunstnikud saavad seda trikki teha.
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Peatiikk 8

Graafi servade varvimine

Olgu meil antud silmusteta graaf G = (V| F). Peale selle olgu meil antud
graafi G vastavused My, ..., My, nii et My,..., My on servade hulga F tii-
keldus.

Vajadus selliseid servade hulka tiikeldavaid vastavusi konstrueerida tekib
néiteks jargmisel juhul. Olgu X mingi toodete hulk ning olgu Y mingi t66-
pinkide hulk. Vaatame kahealuselist graafi alustega X ja Y, kus serv x € X
ja y € Y vahel tdhendab, et toote x valmistamisel tuleb mingil ajal kasutada
pinki y. Eeldame, et iiht toodet voib pinkidel téodelda iikskoik mis jarjekor-
ras. Samuti eeldame, et koigi to6tlemiste ajakulu on 1 ajaiihik.

Vastavuste hulk M, ..., My sellel graafil kujutab siis endast toéoplaani
— kui serv, mis ithendab toodet x ja toopinki y, kuulub vastavusse M;, siis
tdhendab see seda, et ajahetkel ¢ tuleb toodet x toodelda pingil .

Kui meil on antud graaf G = (V, E), siis meid huvitab, milline on mini-
maalne selline k, et leiduks servahulga E tiikeldus vastavusteks My, ..., M.
Seda minimaalset k-d tdhistame stimboliga x/(G) ja nimetame G kromaati-
liseks arvuks servade jdrgi.

Sama probleemi saab ka teisiti sonastada (ja see sonastus selgitab, miks
stimbolit x/(G) just niimoodi nimetatakse). Silmusteta graafi G = (V, E)
servade vdrvimisviisiks k vdrviga nimetatakse funktsiooni ¢ graafi servade
hulgast E hulka {1,...,k}. Varvimisviisi ¢ nimetatakse korrektseks, kui ei
leidu tippu v € V ja servi ej,es € F, nii et e; ja es on intsidentsed tipuga v
ja c(er) = c(ez). Graafi G kromaatiline arv servade jérgi on siis vihim selline
k, mille puhul leidub G servade korrektne vérvimisviis k£ vérviga.

Téahistagu A(G) graafi G tippude maksimaalset astet. On ilmne, et x'(G) >
A(G), sest koik maksimaalse astmega tipuga intsidentsed servad peavad ole-
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ma eri virvi. Jirgnevas me niitame, et kahealuselise graafi G korral y'(G) =
A(G) ning lihtgraafi G korral x'(G) < A(G) + 1.

Teoreem 8.1 Olgu G = (V, E) kahealuseline graaf. Siis x'(G) = A(G).

Tdestus. Olgu X ja Y graafi G alused. Me voime eeldada, et |X| = |V, kui
see nii ei ole, siis lisame viiksema voimsusega alusele niipalju tippe, et aluste
voimsused vordsustuksid.

Jargmise sammuna muudame graafi G k-regulaarseks, kus £ = A(G). Kui
ta seda veel ei ole, siis leidub mingi tipp  mingis aluses (iildsust kitsendamata
eeldame, et aluses X), nii et deg(z) < k. Siis peab ka aluses Y leiduma
mingi tipp y, nii et deg(y) < k, sest tippude astmete summa iihes aluses
on vordne astmete summaga teises aluses ning molemas aluses on iihepalju
tippe. Lisame graafile G serva, mis ithendab tippe = ja y. On selge, et kui
graaf G on pérast selle serva lisamist varvitav k vérviga, siis oli ta ka enne
lisamist varvitav k vérviga. Kordame seda operatsiooni senikaua, kuni oleme
saanud k-regulaarse graafi.

Vastavalt jareldusele 7.3 leidub regulaarses kahealuselises graafis kooskola.
Olgu M; meie k-regulaarse kahealuselise graafi G = (V, E) mingi kooskdla.
Vaatame graafi (V, E\M;), see graaf on (k — 1)-regulaarne kahealuseline.
Jarelikult leidub ka temas mingi kooskéla My ning graaf (V, E\(M; U Ms))
on (k — 2) regulaarne kahealuseline. Neid samme jdtkates tiikeldame servade
hulga E 16puks k-ks kooskolaks Mj, ..., Mj. See tiikeldus k-ks ehk A(G)-ks
vastavuseks annabki meile G servade korrektse vérvimisviisi A(G) vérviga. O

Vaatame niiiid suvalisi silmusteta lihtgraafe. Silmusteta lihtgraafis G =
(V, E') voime me hulga E samastada hulga V' kaheelemendiliste alamhulkade
hulga mingi alamhulgaga, seda samastamist kirjeldab funktsioon &£. Té&his-
tuste lihtsustamiseks me seda edaspidises teemegi (kuni servade vérvimist
puudutava osa l6puni). Koigepealt sonastame me iihe iipris tehnilise (ja ehk
isegi kunstilikuvoitu) lemma:

Lemma 8.2 Olgu G = (V, E) lihtgraaf ning olgu k € N. Olgu v € V' selline
tipp, et

(1). v ja koigi tema naabertippude aste on tlimalt k

(7). tipul v on dlimalt ks naabertipp, mille aste on tdpselt k.
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Sel juhul, kui graafil G\v leidub servade korrektne virvimisviis k vdrviga, siis
ka graafil G leidub servade korrektne virvimisviis k vdrviga.

Sellest lemmast jareldub kohe tulemus, mida me néidata lubasime:

Teoreem 8.3 (Vizing) Kui G on lihtgraaf, siis A(G) < X'(G) < A(G)+1.

Tdestus. Seda, et A(G) < x/'(G), oleme me juba ndidanud. Vorratuse x'(G) <
A(G)+1 toestamiseks toestame me induktsiooniga iile tippude arvu vorratuse
X' (G") < A(G) + 1, kus G’ on graafi G mingi indutseeritud alamgraaf.

Kui graafis G’ on ainult iiks tipp, siis loomulikult leidub G’-1 servade
korrektne varvimisviis A(G) + 1 vérviga. Oletame niiiid, et graafil G’ on
enam kui iiks tipp, ning olgu v graafi G’ mingi tipp. Siis on graafis G’ tipu
v jaoks lemma 8.2 eeldused (i) ja (ii) triviaalselt tdidetud, kui k = A(G) + 1
— tipu v ja tema naabrite astmed ei ole suuremad kui A(G). Induktsiooni
eelduse jargi on G'\v vérvitav A(G) + 1 vérviga. Lemma 8.2 jérgi on siis ka
G’ véarvitav A(G) + 1 varviga. O

Tdestus (lemma 8.2). Lemma toestatakse induktsiooniga iile k. Kui k = 1,
siis ka deg(v) < 1 ja kui deg(v) = 1, s.t. tipul v on naabertipp u, siis on ka
selle naabertipu aste 1. Seega on v graafis G isoleeritud tipp, voi on graafi G
tippu v sisaldav sidususkomponent kujul © — v. Esimesel juhul on graafidel
G\v ja G samad servad ning G\ v servade korrektne vérvimisviis 1 vérviga on
ithtlasi ka G servade korrektne varvimisviis 1 vérviga. Teisel juhul saame G
servade korrektse varvimisviisi G\v servade korrektsest vérvimisviisist, kui
me lisaks varvime tippude u ja v vahelise serva ainsama varviga.

Olgu k& > 1. Uldisust kitsendamata voime me eeldada, et tipu v aste on
tapselt k ning tipul v on tapselt iiks naaber, mille aste on tapselt k, ning tipu
v koigi iilejaanud naabertippude aste on tapselt & — 1. Toepoolest, kui mone
tipu o’ (kus v’ on kas v v6i v naabertipp) aste on eeldatust viiksem, siis lisame
graafile G uue tipu u ning uue serva {u, v'}. Sel viisil suureneb tipu v" aste ithe
vorra. On ilmne, et kui enne uue tipu ja serva lisamist oli graafil G\v servade
korrektne varvimisviis k varviga, siis on tal selline varvimisviis ka pérast.
Samuti on ilmne, et me ei jii graafi G sel viisil lopmatuseni tdiendama.

Olgu ¢ graafi G\v servade mingi korrektne virvimisviis k& vérviga. Olgu
X;, kus i € {1,...,k}, tipu v selliste naabrite (graafis G) v’ hulk, et graafis
G\v ei leidu tipuga v intsidentset serva e, mille korral c(e) = i (sellises
olukorras me iitleme, et virv i ei esine tipus v’). Formaalselt:

X;={ |V eV {v,v} e B, € V\v: {v v} € EAc({v),v"}) =i} .
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Tipu v iithe naabri aste graafis G\v on k — 1, see tipp kuulub tépselt iihte
hulkadest X;. Tipu v {ilejdénud naabrite aste selles graafis on k — 2, need
tipud kuuluvad igaiiks tépselt kahte hulkadest X;. Kokkuvottes saame

k
D Xl =2deg(v) —1 =2k — 1< 2k . (8.1)
=1

Jargmise sammuna néitame, et varvimisviis ¢ on voimalik valida nii, et
kehtiks ka
Vi, je{l,... kb || X — X5l <2 . (8.2)

Toepoolest, see vorratus kehtib néiteks koigi selliste véarvimisviiside ¢ jaoks,
mille puhul Zle | X;|* on minimaalne voimalikest. Oletame vastuviiteliselt,
et mingi ¢ puhul on see summa minimaalne voimalikest, aga leiduvad varvid
i ja g, nii et |X;| > |X;| + 2. Vaatame graafi G\v alamgraafi H, millel on
sama tipuhulk ning mille servadeks on tépselt need graafi G\v servad e, mille
jaoks c(e) =i voi c(e) = j. Graafis H on koigi tippude astmed kas 0, 1 voi
2, seega on graafi H sidususkomponendid koik kas isoleeritud tipud, ahelad
voi tsiiklid.

Paneme téhele, et kui me varvimisviisi ¢ sel viisil muudame, et valime vél-
ja graafi H iihe sidususkomponendi H' ning , vahetame* sellesse komponenti
kuuluvate servade varvid (s.t. kui mingi serv oli enne varvitud vérviga i, siis
on ta pérast varvitud vérviga j ja vastupidi), siis on ka saadav vérvimisviis ¢’
korrektne. Toepoolest, kui mingi tipp ei kuulu komponenti H’, siis varvivad
viisid ¢ ja ¢ temaga intsidentsed servad ithtemoodi. Kui mingi tipp kuulub
komponenti H’, siis on servi viisil ¢’ varvides selle tipuga intsidentseid servi,
mis on varvi ¢, samapalju, kui on servi viisil ¢ varvides selle tipuga intsident-
seid servi, mis on vérvi j — s.t. iilimalt 1 (kuna c on korrektne vérvimisviis).
Samuti on vArvimisviisis ¢’ selle tipuga intsidentseid servi, mis on varvi 7,
tilimalt 1. Muid vérve kasutavad véarvimisviisid ¢ ja ¢ ithtemoodi.

Olgu v" € X;\Xj. See tihendab, et tipul v' on intsidentseid servi, mis
on varvitud varviga j, aga ei ole intsidentseid servi, mis on vérvitud varviga
i. Jarelikult leidub graafis H sidususkomponent H’, mis on ahel ning mille
iitheks otstipuks on v’. Kuna |X;| > |Xj]|, siis on voimalik see v’ valida sellisel
viisil, et ahela H' teine otstipp v” ei kuuluks hulka X;\X;; olgu v’ sellisel viisil
valitud. Tipp v” kas ei ole tipu v naabertipp voi kuulub ta hulka X;\ X;.

Vahetame sidususkomponenti H’ kuuluvate servade varvid. Sellega me
tostame tipu v hulgast X; hulka X;. Kui v on tipu v naabertipp, siis me tos-
tame ka tema hulgast X; hulka X;. Rohkem muutusi hulkades X, ..., X} ei
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toimu. Seega oleme me vihendanud suurust | X;| iihe voi kahe vorra ning suu-
rendanud suurust | X;| sama palju. Selline muutus viithendab suurust |X;|* +
| X;|?. Toepoolest, kui z,y € R ja . —y > 2, siis

(-1 +@w+1)2 =2+ 2@ —y) +2<2®+y*—2-2+2
(-2 +w+2?2 =2+ 4z —y) +8<2’+y*—4-2+8 .

Me oleme nédidanud, et varvimisviis ¢ on valitav nii, et (8.2) kehtiks; eeldame,
et ¢ on niimoodi valitud.

Vorratuste (8.1) ja (8.2) tottu kuuluvad koik suurused |X;|, kus i €
{1,...,k} hulka {0, 1,2} v6i hulka {1, 2, 3}. Kui nad kuuluvad hulka {1, 2, 3},
siis peab leiduma moni 4, nii et |X;| = 1, muidu ei kehtiks vorratus (8.1).
Ka siis, kui nad kuuluvad hulka {0, 1,2}, peab leiduma méni ¢, mille korral
| X;| = 1, sest vorduse (8.1) jérgi on koigi hulkade X; voimsuste summa paa-
ritu arv. Uldsust kitsendamata eeldame, et |X;| = 1. Tahistagu u hulga X,
ainsat elementi.

Olgu graaf G’ saadud graafist G, kustutades sealt serva {v, u} ning koik
servad e € F, mille korral c¢(e) = k. Neid servi kustutades vihendame me
tipu v astet ithe vorra, tipu u astet ithe vorra ning ka tipu v iilejadnud naaber-
tippude astet iihe vorra, sest {ilejédnud naabertippudel on igaiihel intsidentne
serv, mille varvimisviis ¢ varvib varviga k. Seega on graafis G’ tipu v aste
k — 1. Samuti on koigi v naabertippude aste graafis G’ iilimalt k& — 1 ning
iilimalt {ihe v naabertipu aste graafis G’ on tépselt £ — 1.

Vérvimisviis ¢, mis oli graafi G\v korrektne vérvimisviis k véarviga, on
tihtlasi graafi G'\v korrektne varvimisviis k — 1 vérviga. Tdepoolest, graaf
G'\v on saadud graafist G'\\v kustutades sealt koik servad, mis on vérvitud
varviga k.

Me oleme néidanud, et lemma 8.2 eeldused kehtivad graafi G', tipu v ja
virvide arvu k — 1 jaoks. Induktsiooni eelduse jérgi leidub graafil G’ korrekt-
ne varvimisviis k& — 1 vérviga. Olgu see varvimisviis ¢’. Graafi G korrektse
varvimisviisi k virviga saame varvimisviisist ¢ nii, et koik servad e € E,
mille korral ¢(e) = k, virvime vérviga k ning serva {u,v} virvime samuti
varviga k. O

8.1 Ulesanded

Ulesanne 58. Leia y/(K,,), X' (P,) ja X' (Cy).
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Ulesanne 59. Niita, et paaritu arvu tippudega regulaarse mitte-nullgraafi
G jaoks X'(G) = A(G) + 1.

Ulesanne 60. Niita, et x/(Pet) = 4.

Ulesanne 61. Niita, et 3-regulaarses Hamiltoni graafis G kehtib x/(G) = 3.

Ulesanne 62. Niita, et kui graafi G servad on k vérviga varvitavad, siis on
nad k vérviga varvitavad ka sellisel viisil, et servade arvud, mis on iihe voi
teise vérviga varvitud, iiksteisest rohkem kui iithe vorra ei erine.

Ulesanne 63. Kirjelda lihtne algoritm puu servade virvimiseks vihima voi-
maliku arvu varvidega.

Ulesanne 64. Utleme, et graaf G on \/-kriitiline, kui \'(G) = A(G)+1 ja G
suvalise serva kustutamisel saadava graafi servi saab varvida viiksema arvu
vérvidega.

1. Leia 5-tipuline x’-kriitiline graaf, mille korral A(G) = 3.
2. Milliste n vairtuste korral on K,, x'-kriitiline?

Ulesanne 65. Olgu G = (V, E) lihtgraaf ja olgu S C V koigi selliste tippude
x hulk, kus deg(z) = A(G). Olgu G|[5] graafi G alamgraaf, mille indutseerib
tipuhulk S. Néita, et kui G[S] on mets, siis x'(G) = A(G).
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Peatiikk 9

Klikid ja soltumatud hulgad

Sissejuhatuseks vaatleme jargmist iilesannet. Toestada, et igal peol, kus on
vahemalt kuus inimest, leidub alati kas:

e kolm inimest, kes koik tunnevad iiksteist; voi siis
e kolm inimest, kes ei tunne iiksteist.

Graafiteooria terminitesse iile minnes ... Olgu V peol olevate inimeste hulk
ja E C V x V olgu binaarne relatsioon hulgal V', nii et iga kahe inimese
x,y € V korral (z,y) € F parajasti siis kui = ja y tunnevad teineteist.

Lihtgraafi G tippude alamhulka S C V(G) nimetatakse klikiks, kui iga
kahe tipu u,v € S jaoks, kus u # v, leidub graafis G' serv nende kahe tipu
vahel. Alamhulka S C V(G) nimetatakse soltumatuks hulgaks, kui ithegi kahe
hulka S kuuluva tipu vahel ei ole graafis G serva. Asjaesitatud viide pidude
kohta on viljendatav graafiteoorias jargmiselt:

Teoreem 9.1 Iga mittesuunatud libtgraaf G = (V, E), kus |V| > 6 sisal-
dab indutseeritud alamgraafina vihemalt dihte graafidest Ks (kolmetipuline
taisgraaf) ja Os (kolmetipuline tihigraaf), st sisaldab kas kolme-elemendilist
klikki voi siis kolme-elemendilist soltumatut hulka.

Tdestus. Olgu v € V mingi suvaline tipp. Olgu N(v) = {u: (u,v) € E} tipu
v naabrite hulk ja N(v) = {u: u # v, (u,v) € E} tipu v mitte-naabrite hulk.
On selge, et peale tipu v leidub graafis G veel vihemalt viis tippu, mistottu
kas:

a) [N(v)| > 3, voi siis
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b) M) > 3.
Juhul a) vaatleme indutseeritud alamgraafi N(v). On kaks voimalust:

al) Iga kahe tipu u,w € N(v) korral (u,w) ¢ E. Siis on N(v) soltumatu
hulk, milles on vidhemalt kolm tippu.

a2) Leiduvad tipud u,w € N(v), nii et (u, w) € E. Seljuhul on aga {u, v, w}
kolme-elemendiline klikk.

Juhul b) vaatleme indutseeritud alamgraafi N(v). On kaks voimalust:

b1) Iga kahe erineva tipu u, w € N(v) korral (u,w) € E. Siis on N (v) klikk,
milles on vahemalt kolm tippu.

b2) Leiduvad erinevad tipud u,w € N(v), nii et (u,v) ¢ E. Siis aga on
{u,v,w} kolme-elemendiline soltumatu hulk.

Teoreem on toestatud. O

Toodud néitest tulenevalt voib tekkida uus ja iildisem kiisimus: “Kas koi-
gi positiivsete arvude k ja ¢ korral leidub téisarv r(k,¢), nii et iga graaf
G = (V,E), kus |V| > r(k,¥), sisaldab indutseeritud alamgraafina kas k-
elemendilist klikki (st Ky <— G) voi siis ¢-elemendilist soltumatut hulka (st
Oy — G)7” Osutub, et vastus sellele kiisimusele on jaatav. Kiisimuse tostatas
(ja ka vastas) esimesena Ramsey. Nii tekkis Ramsey teooria.

NB! Edaspidi eeldame, et r(k,¢) on viahim selline positiivne taisarv r,
mis rahuldab tingimust

Kk — (G voi Og — G
iga mittesuunatud lihtgraafi G = (V, E) korral, milles |V| > 7.

Lemma 9.2 r(1,0) =r(k,1) =1, r(2,0) = { jar(k,2) = k.

Toestus. Iga graaf, kus on vihemalt 1 tipp, sisaldab alati {ihe-elemendilist
klikki ja iihe-elemendilist soltumatut hulka. Samas ei sisaldu tithigraafis (0, ()
alamgraafe K7 ja O;. Seega r(1,0) =r(k,1) = 1.

Olgu G = (V, E) mingi ¢(-tipuline graaf. On selge, et kui leiduvad tipud
u,v € V, nii et (u,v) € E, siis Ky — G. Kui aga (u,v) ¢ E iga kahe tipu u
ja v korral, siis GG ise on tiihigraaf ja seega Oy, — (. Samas on selge, et leidub
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(¢ —1)-tipuline graaf, milles ei sisaldu ei K5 ega ka O,. Selleks on O,_;. Seega
toepoolest r(2,4) = ¢.

Olgu G = (V, E') mingi k-tipuline graaf. On selge, et kui leiduvad erinevad
tipud u,v € V, nii et (u,v) € E, siis Oy — G. Kui aga (u,v) € E iga kahe
erineva tipu u ja v korral, siis on G ise téisgraaf ja jarelikult K — G. Samas
leidub (k—1)-tipuline graaf, mis ei sisalda indutseeritud alamgraafina ei graafi
K}, ega ka O,. Selleks sobib graaf K. Seega toepoolest r(k,2) = k. O

Teoreemi 9.1 toestus néitab, et r(3,3) < 6. Samas leidub viie-tipuline
graaf, mis ei sisalda ei kolme-elemendilist klikki ega ka kolme-elemendilist
tithigraafi. Selleks sobib véga hésti viie-elemendiline tsiikkel.

Teoreem 9.3 (Ramsey) Koigi positiivsete tdisarvude k > 2 ja € > 2 kor-
ral:

r(k,0) <r(k—1,0)+rkt—1) .

Toestus. Kasutame induktsiooni suuruse k + ¢ jargi. Kui k + ¢ =4, st k =
{ = 2, siis vastavalt Lemmale 9.2:

r(k,0)=2=14+1=r(1,2)+r2,1) =r(k—1,0) +r(k, ¢ —1).

Oletame, et k ja ¢ on positiivsed arvud ja teoreemi véide kehtib iga k', ¢’
korral, nii et k' + ¢ < k+ (. Olgu G = (V, E) graaf, milles on

\V|=r(k—1,0)+r(k,(—1)
tippu. Olgu v € V mingi suvaline tipp. On selge, et kas:
a) |[N(v)| > r(k—1,¢), voi siis
b) IN@)| > r(k,—1).

Juhul a) vaatleme indutseeritud alamgraafi N(v). Vastavalt induktsiooni eel-
dusele on kaks voimalust:

al) Kj_1 — N(v), millest jareldub et {v} U N(v) on k-tipuline klikk.
a2) Oy — N(v), millest triviaalselt tuleneb, et ka O, — G.

Juhul b) vaatleme indutseeritud alamgraafi N (v). Vastavalt induktsiooni eel-
dusele on kaks voimalust:
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bl) Oy — N(v), millest jireldub et {v} U N(v) on (-tipuline soltumatu
hulk.

b2) Kj < N(v), millest triviaalselt tuleneb, et ka K — G.
Teoreem on toestatud. U

Jareldus 9.4 Kui k > 2, ¢ > 2 ning r(k,¢ — 1) ja r(k — 1,£) on mélemad
paarisarvud, sits

r(k, ) <r(k—1,0)+r(k{—-1)—1.

Tdestus. Olgu G = (V, E) graaf, milles on r(k — 1,¢) +r(k,¢ — 1) — 1 tippu.
Kuna tippude arv on paaritu ja vastavalt teoreemile 1.1 on igas graafis paa-
risarv paaritu astmega tippe, siis leidub selline tipp v € V', millel on paarisarv
naabreid. Kuna nii |N(v)| kui ka |[N(v)| on paarisarvud, siis kehtib taas iiks
jargmistest vaidetest:

a) |[N(v)| > r(k—1,¢), voi siis
b) [N(v)] > r(k,£—1).

Toestus jatkub identselt teoreemi 9.3 toestusega. U

Teoreem 9.5

r(k.0) < (k+€—2)‘

k—1

Toestus. Kasutame induktsiooni k + ¢ jargi. Kui k = ¢ = 2, siis

wo-s-()-(17)

Olgu k, ¢ positiivsed téisarvud ja kehtigu teoreemi véide iga k', ¢’ korral, kui
k' + 0 < k + (. Siis vastavalt Teoreemile 9.3:

k+0—-3 k+¢0—-3 k+0—2

< rlk— 1< =
r(k,0) <r(k—=1,0)+r(k, /¢ 1)_( 9 )+< b1 ) ( b1 ),
mis toestabki teoreemi viite. O

Jarelikult r(k, k) < (Qkk:f) < 221 Jirgnev teoreem annab suurusele

r(k, k) ka alumise tokke.
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Teoreem 9.6 (Erdés) Kui k > 2, siis r(k, k) > 2F/2,

Toestus. Teoreemi véide on lihtsalt kontrollitav, kui k£ = 2. Olgu k& > 3. Toes-
tus on mittekonstruktiivne ja pohineb niinimetatud toen&osuslikul meetodil.
n(n—1)

Tuletame meelde, et leidub tapselt 2(3) — 9% margendatud n-tipulist
graafi. Olgu G graaf, mis on nende hulgast juhuslikult valitud. Seejuures eel-

n
2

dame, et see valik on oiglane, s.t. igaiihel nendest o )-st graafist on sama
suur toensosus valituks saada. Toestame, et kui n < 2¥/2, siis téensosus

Prob[K} — G voi O — G| < 1,

mistottu jareldame, et leidub n-tipuline graaf, mis ei sisalda alamgraafina ei
graafi K, ega graafi Oy; ja seega r(k, k) > 2¥/2,
Téepoolest, kui n < 25/2, siis:

Probii 6] < B2 (1)< %ﬂ

ok?/2 . 9 (5)
< g (sest n < 2¥/2)
22
= ?<§ (sesth?))
Et ka vorratus Prob[Oy — G] < 1/2 on analoogiliselt toestatav, siis saame,
et:

Prob[K} — G voi Oy — G| < Prob[K}, — G] + Prob|O; — G] < 1,

mis toestabki teoreemi. O

Ramsey arvusid r(k,?) saab mitmel viisil tildistada. Siinkohal vaatame
neist ithte. Nimelt voiksime me arvu r(k, £) defineerida ka kui vdhima arvu
n, mille korral taisgraafi K, servi iikskoik mis viisil kahe vérviga vérvides
leiduvad k& tippu, mille vahelised servad on koik véarvitud esimese varviga,
voi ¢ tippu, mille vahelised servad on koik vérvitud teise vérviga.

Kahe varvi asemel voime me vaadata ka mingit muud arvu vérve. De-
fineerimegi Ramsey arvu r(ay,...,a;) kui véhima sellise arvu n, mille kor-
ral tdisgraafi K, servi iikskoik mis viisil k£ véarviga vérvides leidub selline
i €{l,...,k}, et leiduvad a; tippu, mille vahelised servad on koik varvitud
1-nda varviga.
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Arvud r(ay,...,a;) rahuldavad teoreemi 9.3 véitega analoogilist vorra-
tust. Nimelt kehtib

T(Cll,...,ak) S
r(ag — 1,a9,...,a;) +7(ay,a0 — 1,a3,...,ap) + -+
r(a,...,ap_1,ar — 1) —(k—=2) . (9.1)

Selle vorratuse toestus on analoogiline teoreemi 9.3 toestusega.

9.1 Ulesanded

Ulesanne 66. Toesta, et r(3,4) = 9.
Ulesanne 67. Toesta, et r(n + 1,n+ 1) < 4™

Ulesanne 68. Tdesta, et suvaliste naturaalarvude & ja [ korral leidub selline
naturaalarv n, et igas reaalarvujérjendis aq, as, ..., a, leidub mittekahanev
alamjérjend pikkusega k£ voi mittekasvav alamjérjend pikkusega [.

Ulesanne 69. Niita, et kui moni arvudest aq,...,a; on vordne iithega, siis
r(ag,...,a;) = 1.

Ulesanne 70. Toesta vorratus (9.1).
Ulesanne 71. Toesta, et 7(3,3,3) < 17.

Ulesanne 72. Téesta, et

T(Cll, Ce ,&i,1,2,ai+1, Ce ,ak) = T(al, B ¢ T P ¢ 7 I I ,&k).
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Peatiikk 10

Tasandilised graafid

Graaf on tasandiline, kui teda on voimalik joonistada nii, et nii, et tema
servad véljaspool tippe ei loikuks.

See , definitsioon® on kiill hésti intuitiivne, kuid ta pole matemaatiliselt
range, kuna ,, joonistamine® ei ole rangeltdefineeritud moiste. Tasandilisuse
ithe voimaliku range definitsiooni annab jaotis 10.1. Kéesolevas 6ppematerja-
lis kasutame me edaspidi siiski eeltoodud mitteranget definitsiooni ja jatame
seetottu moned viliselt ilmsed, kuid tegelikult mittetriviaalsed viited toes-
tamata.

10.1 Tasandilisuse definitsioon

Kover eukleidilises ruumis R™ on mingi funktsioon « : [a,b] — R”, kus a,b € R ja a < b.
Punkte v(a) ja v(b) nimetatakse kovera v otspunktideks.
Kover v : [a,b] — R"™ on pidev, kui iga y € [a, b] jaoks kehtib lim,_., v(z) = v(y).
Pidev kover on sirgestuv, kui jargmine iillemraja on loplik:

k
sup{D> _d(y(ti-1),7(t:)) |k € NJa =ty <t; <...<t, =b},
=1

(siin d on kaugus ruumis R™). Seda iilemraja nimetatakse kovera pikkuseks.

Jordani kover on sirgestuv kover, mis ennast ei 16ika (s.t. funktsioon - on injektiivne).
Olgu J, koigi Jordani koverate hulk ruumis R™.

Graaf G = (V, E) on sisestatav ruumi R™, kui leiduvad kujutised vy : V. — R” ja
tg : E — J,, mille korral

e 1y ja tp on injektiivsed.

e Kui tipp v € V on serva e € F iiheks otspunktiks, siis on punkt ¢y (v) kovera cg(e)
iitheks otspunktiks.
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e Servade kujutisteks olevad koverad 16ikavad iiksteist vaid nende {tihistes otspunkti-
des.

Graaf on tasandiline, kui ta on sisestatav tasandile — ruumi R?. Tema sisestus tasandile

ongi see, mida me intuitiivselt moistame graafi joonise all.

10.2 Ewuleri valem

Kui graaf on mingil viisil tasandile joonistatud, siis jaotab tema joonis tasandi
tilejadnud osa (s.t. osa, mis ei jad joonise alla) osadeks. Kaht tasandi punkti
loeme erinevates osades olevaks, kui iihest punktist teise joudmiseks tuleb
graafi joonisest {ile minna. Neid tasandi osi nimetame tahkudeks. Joonisel 10.1
on toodud graaf, mille joonis defineerib tasandil kolm tahku. Tahku f3 sellel

fs

Joonis 10.1: Tahud tasandilise graafi joonisel

joonisel nimetatakse lopmatuks tahuks. Tahu 1opmatuses ei ole midagi erilist,
me voime graafi joonistada nii, et iikskoik milline tahk on lopmatu. Kui
me joonistaks graafi mitte tasandile, vaid sfdérile, siis ei eristuks iikski tahk
teistest oma lopmatuse poolest.

Teoreem 10.1 (Euler, 1750) Olgu G sidusa tasandilise graafi joonis ta-
sandil ning olgu n, m ja f vastavalt G tippude arv, servade arv ja tahkude
arv. Stisn+ f —m = 2.

See teoreem iitleb, et soltumata sellest, kuidas sidus tasandiline tasandile
joonistatud on, jadb joonise tahkude arv samaks.

Toestus. Induktsioon iile servade arvu m.
Kui m = 0, siis n = 1 (meil on sidus graaf) ja f = 1 (l6pmatu tahk).
Seegan+f—m=1+1—-0=2.
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Eeldame niiiid, et teoreem kehtib koigi iilimalt m — 1 servaga graafide
jaoks. Olgu G graaf, millel on m serva. Kui G on puu, siis m = n — 1 ja
f=1lnngn+f—-—m=n+1—-(n—-1) = 2. Kui G ei ole puu, siis
leidub graafis GG selline serv e, et tema eemaldamine G-st ei muuda graafi G
mittesidusaks. Graafis G —e on n tippu, m—1 serva ja f —1 tahku (sest serva
lisamisel sidusasse graafi poolitame me mingi tahu'). Induktsiooni eelduse
jargin+ (f — 1) — (m — 1) = 2. Siit jareldub kohe teoreemi véide. O

Teoreemist 10.1 jareldub péris mitu huvitavat tulemust.

Jareldus 10.2 Olgu G tasandilise graafi joonis tasandil ning olgun, m, f ja
k wvastavalt G tippude arv, servade arv, tahkude arv ja sidususkomponentide
arv. Suisn+ f—m=~k+1.

Toestus. Rakendame teoreemi 10.1 eraldi graafi G koigile sidususkomponen-

tidele. Seejuures paneme tahele, et me loeksime lopmatut tahku ainult {iks
kord. [

Jareldus 10.3 Olgu G sidus tasandiline lihtgraaf, millel on n tippu ja m
serva. Kehtivad jargmised vdited:

(i). m <3n—6.

(ii). Kui G ei sisalda tsikleid pikkusega 3, siis m < 2n — 4.
Toestus. Vaatame graafi G joonist tasandil. Kuna G on lihtgraaf, siis on
igal tema tahul vihemalt 3 serva (1 servaga tahk tdhendaks, et graafis on

silmus, ja 2 servaga tahk tdhendab, et graafis on kordseid servi). Kuna iga
serv kuulub tapselt kahele tahule, siis m > % f. Euleri valemist saame niiiid

3n—m
3 )

2
2=n+f—m§n+§m—m:

millest jareldub 3n —m > 6 ehk 3n — 6 > m.

Osas (ii) toodud taiendav tingimus tdhendab, et G joonise igal tahul on
viahemalt neli serva. Seega kehtib meil vorratus m > 2f, mida sarnaselt
eelmisele osale euleri valemiga kombineerides saame toestamist vajava vorra-
tuse. U

!See viide on tegelikult mittetriviaalne. Ta jireldub sellest, et iga kinnine Jordani kdver
jagab tasandi kaheks osaks.
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Jareldus 10.4 Graafid K5 ja K33 pole tasandilised.

Toestus. Graafil K5 on 5 tippu ja 10 serva. Kui K5 oleks tasandiline, siis
saaksime jarelduse 10.3 osast (i) 10 < 9.

Graafil K33 on 6 tippu ja 9 serva, lisaks sellele pole tal paarituarvulise
pikkusega tsiikleid (teoreem 1.6). Kui K33 oleks tasandiline, siis saaksime
jarelduse 10.3 osast (ii) 9 < 8. O

Jareldus 10.5 Igas tasandilises lihtgraafis leidub tipp astmega tilimalt 5.

Toestus. Olgu G vaadeldava tasandilise lihtgraafi mingi sidususkomponent,
olgu n tippude arv ja m servade arv G-s, oletame, et G-s on iga tipu aste vi-
hemalt 6. Kuna iga serv on intsidentne kahe tipuga, siis kehtib meil vorratus
6n < 2m ehk m > 3n. Kombineerides seda vorratust jarelduse 10.3 osast (i)
tuleva vorratusega m < 3n — 6 saame vastuolu. O

10.3 Tasandilisuse kriteerium

Graaf on tasandiline parajasti siis, kui temas ei ,sisaldu” graafe K5 ja Ks3.
Allpool téapsustame me, mida sisaldumine tdhendab.

Olgu G = (V, E) mingi graaf ja e € E tema mingi serv. Olgu E(e) =
{u,v}. Utleme, et graaf G’ = (V’, E') on saadud graafist G serva e poolitades,
kui

o V' =V U{w}, kus w on mingi uus tipp.
o ' = FE\{e}U{ey, e}, kus e; ja ey on mingid uued servad.

o E(e1) ={u,w} ja E(ea) = {w,v}.

Serva poolitamist illustreerib joonis 10.2.

Graafe Gy ja Gy nimetame homdomorfseteks, kui leidub mingi graaf G,
nii et nii G; kui ka GGy on saadavad G-st servade poolitamiste teel.

Olgu G = (V, E) mingi lihtgraaf ning olgu e € E. Loeme, et E on tipu-
hulga V' kaheelemendiliste alamhulkade mingi hulk. Kui me graafis G serva
e kokku tombame, siis saame lihtgraafi, mida tdhistame G /e, ning mille tipu-
hulk on V\&(e) U {w}, kus w on mingi uus tipp, ja servahulk on

{Hu, v} | {u,v} € Eju,v, & E(e) }U{{u,w} | {u,v} € E;ug E(e),ve&(e)} .
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Joonis 10.2: Niide serva e poolitamisest

Joonis 10.3: Naide serva e kokkutombamisest

Joonisel 10.3 on toodud serva kokkutombamise ndide. Paneme téhele, et kui
me tasandilises graafis mingi serva kokku tombame, siis ka saadav graaf on
tasandiline.

Utleme, et graaf G on kokkutommatav graafiks G', kui G’ on saadav G-st
servade kokkutombamiste teel.

Teoreem 10.6 (Kuratowski) Graaf on tasandiline parajasti siis, kui tikski
tema alamgraafidest pole homdomorfne graafiga K5 voi graafiga Ks 3.

Teoreem 10.7 (Wagner) Graaf on tasandiline parajasti siis, kui tikski te-
ma alamgraaf pole kokkutommatav graafiks K5 voi graafiks Ks 3.

10.4 TUlesanded

Ulesanne 73. Millised graafidest K, ja K, , on tasandilised?
Ulesanne 74. Milliste k vidrtuste jaoks on graaf Qy tasandiline?

Ulesanne 75. Milliste r, s, ¢ viidrtuste jaoks on graaf K, ,, tasandiline?
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Ulesanne 76. Milliste n viirtuste jaoks on graaf G, (vt iilesanne 16) ta-
sandiline?

Ulesanne 77. Téesta, et Peterseni graaf pole tasandiline.

Ulesanne 78. Leia Peterseni graafis alamgraaf, mis on hombomorfne graafiga
Kg,g .

Ulesanne 79. Kas leidub tasandiline graaf, mille iga tipu aste on 57

Ulesanne 80. Toesta, et iga n > 20 korral leidub n-tipuline tasandiline
graaf, mille iga tipu aste on vdhemalt 5.

Ulesanne 81. Toesta, et kui n tipu ja m servaga tasandilise lihtgraafi iga
tahk on tsiikkel pikkusega t, siis m = t(n — 2)/(t — 2).

Ulesanne 82. Tdesta, et kui graafil G on véhemalt 11 tippu, on véhelalt
iiks graafidest G ja GG mittetasandiline. On voimalik néidata, et sama viide
kehtib ka 9-tipuliste graafide korral.

Ulesanne 83. Leia 8-tipuline graaf G, mille korral
1. nii G kui G on tasandilised,
2. nii G kui G on mittetasandilised

3. G on tasandiline, aga G mitte.
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Peatiikk 11

Graafi tippude virvimine

Olgu G = (V, E) silmusteta graaf. Graafi G tippude varvimisviisiks k véirviga
nimetatakse funktsiooni ¢ graafi tippude hulgast V' hulka C' = {1,...,k}.
Varvimisviisi ¢ nimetatakse korrektseks, kui ei leidu serva, mille molemad
otspunktid oleksid sama vérvi. Graaf G on vdrvitav k varviga, kui tal leidub
tippude korrektne varvimisviis k£ véirviga. Minimaalset sellist k-d téhistame
stimboliga X(G) ja nimetame graafi G kromaatiliseks arvuks tippude jirgi.

On selge, et kui V = C on mingi korrektne virvimisviis ja ¢ —— C on
mingi bijektsioon, siis ka V =% C on korrektne viirvimisviis. See tdhendab,
et permuteerides korrektse vérvimisviisi varve ei muuda varvimisviisi mitte-
korrektseks. Néiteks saab omavahel dra vahetada kaks varvi.

11.1 Uldiste graafide virvimine

Teoreem 11.1 Silmusteta graaf G on varvitav A(G) + 1 vdrviga.

Toestus. Induktsioon iile tippude arvu. On ilmne, et teoreemi viide kehtib
ithetipuliste graafide jaoks. Olgu GG mingi graaf ja oletame, et teoreemi viide
kehtib koigi sellest graafist véiksema tippude arvuga graafide jaoks. Olgu
v € V(G) jaolgu ¢ graafi G\v mingi korrektne vérvimisviis A(G)+1 vérviga.
Kuna deg(v) < A(G) + 1, siis leidub mingi varv i € {1,..., A(G)+ 1}, nii et
tipu v iikski naabertipp graafis G pole varvitud varviga ¢. Kui me tdiendame
varvimisviisi ¢, vérvides tdiendavalt tipu v varviga ¢, siis saame korrektse
vérvimisviisi A(G) + 1 vérviga graafile G. O
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Enamasti onnestub graafi tippe vérvida ka iihe vorra viiksema tippude
arvuga:

Teoreem 11.2 (Brooks,1941) Kui G on graaf, nii et A(G) <d >3 ja G
ei sisalda (d + 1)-elemendilist klikki, siis x(G) < d.

Toestus. On selge, et teoreemi viide kehtib iihetipuliste graafide korral. Ole-
tame vastuvéiteliselt, et teoreemi véide iildiselt ei kehti ja G = (V, E) olgu
minimaalse tippude arvuga kontranéide. Olgu x € V suvaline tipp graafis GG
ja olgu N(x) = {xy,..., 2.} tipu = naabrite hulk. Selge, et ¢ < d. Kuna G
on minimaalne kontrandide, siis graaf H = G — {z}, mis on saadud graa-
fist G tipu = ja temaga intsidentsete servade eemaldamise teel, on varvitav
d varviga. Olgu need vérvid {1,...,d}. Kui moni neist vérvidest i ei esine
hulgas {c(x1),...,c(z,)}, siis voiksime votta c(z) := i ja kogu graaf oleks
varvitav d vérviga, mis aga on vilistatud eelduse tottu. Seega peavad koik
d varvi esinema hulgas {c(z1),...,c(zy)}, millest jareldub ¢ = d. Seega on
minimaalne kontranéide d-regulaarne graaf. Samuti jareldub siit, et graafi H
iga varvimisviis d varviga peab kasutama koiki virve {1,...,d}. Eeldame, et
c(x;) = 1.

Olgu H;; graafi H alamgraaf, mille indutseerivad vérvid ¢ ja j, st y € H;;
parajasti siis, kui ¢(y) € {i,7}. Kui x; ja x; oleksid graafi H;; erinevates
sidususkomponentides, siis voiksime vahetada omavahel virvid ¢ ja j iihe
komponendi piires ilma, et virvimisviis muutuks ebakorrektseks. Peale seda
protseduuri oleksid aga tipud z; ja x; sama vérvi, mis on voimatu eelduse
tottu. Olgu Cj; see sidususkomponent, kus tipud z; ja x; on.

Naitame, et sidususkomponent C;; on ahel tipust z; tippu z;. Kui tipul z;
oleksid kaks sama vérvi naabrit graafis H, siis oleks tipul z; graafis H iilimalt
d — 2 eri varvi naabrit, seega me voiksime muuta tipu x; varvi, mistottu x;
saaks olema sama virvi mis iiks naabritest {1, ...z, 1,%; ..., 24} see on aga
voimatu. Olgu

Ti=20— 21— oY Zmel — Zm = T

mingi tee tipust z; tippu z; ja y olgu (z; poolt vaadatuna) esimene tipp, mille
valents graafis H;; on suurem kui kaks. Tipul y on graafis H iilimalt d — 2
eri virvi naabrit. Seega me saame virvida tipu y mingit varvi ¢ ¢ {i,j},
misjérel z; ja z; ei oleks enam ahelaga iihendatavad. ! See on aga voimatu,

Sellepirast tuli alustada tipust z; ja koigepealt niidata, et tipul z; ei ole graafis H;;
rohkem naabreid kui {iks.
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nagu eelnevast arutelust selgus. Seega ei leidu iiheski graafi H;; ahelas x; ~ x;
tippe valentsiga > 2, millest jéreldubki, et Cj; on ahel.

Olgu z # z; € C;; N Cyy.. Selge, et ¢(z) = i. Molemad komponendid C;; ja
C;, on ahelad, mis algavad tipust z; ja lopevad vastavalt tippudes z; ja xj
(mis on erinevad!). Samuti voime tdheldada, et x, ¢ C;; ja samuti z; € Cy.
Seega on z molema ahela sisepunkt ja kuna c(z) = i, siis jérelikult peab
tipul z olema parajasti kaks j-varvi naabrit ja kaks k-vérvi naabrit. Jallegi
peaks siis tipul z olema graafis H iilimalt d — 2 eri vérvi naabrit ja seega
me saaksime tipu z varvida mingi varviga ¢ {i, j, k}, mis on vastuolu. Seega
Cij N Czk‘ = {1‘1}

Meie eeldusest Kyy1 ¥ G jareldub, et hulgas N(x) leiduvad kaks tippu,
mis pole servaga ithendatud. Uldisust kitsendamata voime eeldada, et need
tipud on x; ja xe. Olgu a tipu x; naaber, mis on vérvitud varviga 2, st
(a,x1) € E ja a € Chy. Nitiid vahetame alamgraafis C13 omavahel véirvid 1 ja
3. Uues tekkinud vérvimisviisis on meil uued ahelad Cj;. Selge, et a € Csg,
sest tipul ;7 on ju uues varvimisviisis vérv 3. Ahelas Cj muutis ainult tipp
xq1 varvi, sest C1o N Ci3 = {z1}. Seega ka uues virvimisviisis a € C,, sest ta
on ithendatud ahela Cis abil tipuga z5. Kuid siis C, N CYy # {x3}, mis on
vastuolu. O

11.2 Tasandiliste graafide viarvimine

Teoreem 11.3 Iga tasandiline lihtgraaf on vdrvitav kuue vdrviga.

Tdestus. Selle teoreemi tdestus on sarnane teoreemi 11.1 toestusega. Uhetipu-
liste graafide jaoks on teoreemi viide oige. Olgu G niiiid n-tipuline tasandiline
lihtgraaf ja kehtigu teoreemi véide graafide jaoks, millel on iilimalt n — 1 tip-
pu. Olgu v graafi G mingi selline tipp, millel on iilimalt 5 naabertippu; selline
tipp leidub vastavalt jéreldusele 10.5. Graafis G\v on n — 1 tippu ja vasta-
valt induktsiooni eeldusele on ta varvitav kuue varviga. Graafi G korrektse
varvimisviisi kuue virviga saame graafi G'\\v korrektsest varvimisviisist kuue
vérviga, kui me lisaks anname tipule v vérvi, mis erineb koigi tema naaber-
tippude varvist. O

Teoreem 11.4 Iga tasandiline lihtgraaf on vdrvitav viie vdrviga.
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Toestus. Jallegi on iihetipuliste graafide jaoks teoreemi véite kehtivus ilmne.
Olgu G tasandiline lihtgraaf, millel on n tippu, ja kehtigu teoreemi véide
graafide jaoks, millel on iilimalt n — 1 tippu. Olgu v graafi G selline tipp,
millel on iilimalt 5 naabertippu (jéreldus 10.5).

Kui tipul v on iilimalt 4 naabertippu, siis vaatame graafi G'\v. Vastavalt
induktsiooni eeldusele on ta 5 virviga virvitav; graafi G' korrektse varvimis-
viisi 5 varviga saame, kui varvime lisaks tipu v vérviga, mis erineb koigi tema
naabertippude varvidest.

Oletame niitid, et tipul v on tépselt 5 naabertippu. Nende viie tipu seas
peavad leiduma tipud v’ ja v”, mis ei ole omavahel servaga ithendatud, vasta-
sel juhul sisaldaks G alamgraafina graafi K5, mis aga jirelduse 10.4 kohaselt
pole tasandiline. Olgu G’ saadud graafist G servade {v,v'} ja {v,v"} kokku-
tombamisel; olgu w € V(G') tipp, mis asendab graafis G’ tippe v, v’ ja v”.
Graaf G’ on tasandiline graaf n — 2 tipuga, induktsiooni eelduse kohaselt on
ta varvitav viie varviga. Olgu ¢ graafi G’ korrektne varvimisviis viie varviga.
Graafi G korrektse vérvimisviisi saame c-st, andes tippudele v’ ja v” varvi
¢(w) ning tipule v vérvi, mis erineb koigi tema naabertippude virvidest. Sel-
line varv leidub, kuna kaks naabertippu on vérvitud sama vérviga. 0

11.3 Kromaatiline poliinoom

Selle osa lopetame uurimisega, kui mitmel viisil saab lihtgraafi G korrektselt
k virviga virvida. Tahistagu Pg (k) koigi selliste funktsioonide V(G) ——
{1,...,k} arvu, kus c on graafi G tippude korrektne varvimisviis. Funktsiooni
P nimetatakse graafi G kromaatiliseks funktsiooniks.

Ménede lihtsate graafide puhul on P lihtsalt leitav. Néiteks P, (k) =
k™. Toepoolest, tiithjas graafis voib iga tipu vérvida iiksteisest soltumatult
k virviga. Samuti, Pg, (k) = [/ (k — ) — esimese tipu virvimiseks on k
voimalust, teise varvimiseks & — 1 voimalust, kolmanda varvimiseks k& — 2
voimalust, jne.

Kui G on n-tipuline puu, siis Pg(k) = k- (k — 1)"~1. Toepoolest, kui me
puu tippe iikshaaval virvima hakkame, siis esimese tipu varvimiseks on meil
k erinevat voimalust ja iga jargmise (me eeldame, et jirgmisena vérvitav tipp

on mone juba virvitud tipu naabertipp) tipu vérvimiseks & — 1 voimalust.

88



Teoreem 11.5 Olgu G silmusteta lihtgraaf ja olgu e mingi serv graafis G.
Sits Pg(k?> = PG_e(kZ> - Pg/e(l{?).

Toestus. Olgu v ja w serva e otspunktid graafis G. Vaatame graafi G — e
voimalikke varvimisviise. Olgu ¢ graafi G — e mingi korrektne véarvimisviis k
varviga. On kaks varianti:

Variant 1. ¢(v) # c(w). Sel juhul on ¢ ka graafi G mingi korrektne
varvimisviis. Seejuures saame me graafi G koik varvimisviisid kédtte. Seega
on graafi G — e korrektsete k varviga varvimisviiside arv, kus tippudel v ja
w on erinev varv, vordne suurusega Pg(k).

Variant 2. ¢(v) = ¢(w). Sel juhul on ¢ ka korrektne virvimisviis graafis,
kus tipud v ja w on samastatud, s.t. graafis G/e. Jillegi, me saame koik
graafl G/e varvimisviisid kétte, selliste varvimisviiside arv on Pg (k).

Kokkuvotteks oleme me ndidanud, et Pg_.(k) = Pg(k) + Pgre(k). O

Jareldus 11.6 Silmusteta lihtgraafi kromaatiline funktsioon on poliinoom.

Toestus. Induktsioon {ile servade arvu. Kui silmusteta lihtgraafil G pole iihtegi
serva, siis on ta mingi graafidest O, ja tema kromaatiliseks funktsiooniks
on k™. Kui graafis G on servi, siis me eeldame, et koigi vdiksema servade
arvuga graafide kromaatilised funktsioonid on poliinoomid, muuhulgas on
polilnoomid ka Pg_. ja Pg/.. Teoreemi 11.5 jérgi on siis Pg vordne kahe
poliinoomi vahega, jarelikult on ta ka ise poliinoom. 0

Tegelikult nimetataksegi graafi kromaatilist funktsiooni tema kromaatili-
seks poliinoomiks.

11.4 Ulesanded

Ulesanne 84. Leia iilesandes 18 toodud graafide kromaatilised arvud tippu-
de jérgi.
Ulesanne 85. Leia malendigraafide G'Y*™ kromaatilised arvud tippude jirgi,

kui X € {Kuningas,Vanker, Oda, Ratsu}. Néita, et G’L‘;Z > n.

Ulesanne 86. Niita, et vahe A(G) — x(G) voib olla kuitahes suur.
Ulesanne 87. Toesta, et kui graafi G tipud on virvitud vihima véimaliku
arvu varvidega, siis leidub iga kahe erineva vérvi ¢ ja j korral selline graafi
G serv, mille iiks otstipp on varvitud varviga ¢ ja teine otstipp varviga j.

89



Ulesanne 88. Kas voib viita, et iga graafi G korral kehib
1 X(@) = X(L(@))?
2. X'(G) = x(L(G))?

Ulesanne 89. Toesta, et kui mingi graafi servgraafi tipud on korrektselt
varvitud, siis pole iikski tipp seotud rohkem kui kahe sama vérvi tipuga.

Ulesanne 90. Téesta, et kui graafis G on n tippu ja m serva, siis kehtib
vorratus

Milliste graafide korral kehtib vordus?
Ulesanne 91. Leia graafide K, ja K 1,» kromaatilised poliinoomid.

Ulesanne 92.

1. Toesta, et graafi Ky, kromaatiline poliinoom on

k(k — 1) + k(k — 1)(k — 2)"

2. Toesta, et graafi C,, kromaatiline poliinoom on

(k—1D)"=(-D)™"(k-1).

Ulesanne 93. Téesta, et kui G on mittesidus lihtgraaf, siis on tema kromaa-
tiline poliinoom vordne komponentide kromaatiliste poliinoomide korrutise-

ga.
Ulesanne 94. Tdesta, et kui G on lihtgraaf n tipu ja m servaga, siis G
kromaatilise poliinoomi

1. vabaliige on 0,
2. likkme ™! kordaja on —m.

Ulesanne 95. Téesta, et lihtgraaf G on puu parajasti siis, kui tema kromaa-
tiline politnoom on k(k — 1)™.
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Peatiikk 12

Erdos-Renyi teoreem

Senini oleme vaadanud ainult 16plikke graafe, s.t. graafe, mille tippude ja
servade hulgad on loplikud. Kéesolevas osas toestame me iihe tulemuse lop-
matute graafide kohta. Tapsemalt 6eldes, me vaatleme silmusteta lihtgraafe,
mille tippude arv on loenduv. Sel juhul voime me graafi tipuhulga samasta-
da naturaalarvude hulgaga N ja graafi servade hulga N-i kaheelemendiliste
alamhulkade hulga mingi osahulgaga.

Tulemus, mille me siin toestame, on jargmine:

Teoreem 12.1 Leidub téipselt iiks (isomorfismi tipsusega) juhuslik silmus-
teta loenduva voirmsusega tipuhulgaga lihtgraaf.

Meil tuleks seletada, mida kujutab endast ,, juhuslik loenduv graaf*. Me
motleme siin, et graaf on loodud jérgmise stohhastilise protsessi t66 tulemu-
sena:

1. Olgu G graaf tipuhulgaga N ja servahulgaga ().

2. Iga i,5 € N jaoks, kus ¢ < 7, viska miinti. Kui tulemuseks on kull, siis
lisa serv {i,j} graafi G.

3. Viljasta graaf G.

Teoreemi viide tdhendab niiiid seda, et kui me jooksutame seda protsessi
kaks korda ja saame seega loenduvad graafid GGy ja G, siis on toendosus, et
need graafid on isomorfsed, vordne iihega.

Kuna meie toenédosusteoreetiline intuitsioon pole lopmatute hulkade kor-
ral enam nii vabalt kasutatav, siis defineerime me siinkohal, mida toenéo-
sus endast antud juhul iildse kujutab. Olgu G koigi loenduvate silmusteta
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lihtgraafide hulk. o-algebra hulgal G on mingi G alamhulkade hulk o, mis
rahuldab jargmisi tingimusi:

L] @60;
e kui H € o, siis ka G\'H € o;
e kui H; € 0, kus i € N, siis ka | J;-, H; € 0.

Sellest definitsioonist jareldub muuhulgas, et ka G € ¢ ning ¢ on suletud ka
loenduva iihisosa suhtes. o-algebra elemente nimetatakse stindmusteks.

Olgu o mingi o-algebra hulgal G. Téendosus on mingi funktsioon p hulgast
o (s.t. p argumentideks on siindmused) 16iku [0, 1], mis rahuldab jargmisi
tingimusi:

e p(0)) = 0;
e p(G\H) =1—p(H);

e kui hulgad H;, kus + € N, on omavahel paarikaupa loikumatud, siis

p(U?; H;) = Zjil p(H.).

Muuhulgas jareldub sellest definitsioonist, et kui Hy; C Hs, siis p(H1) <
p(Ha).

Me fikseerime niiiid iihe teatava o-algebra, mida me edaspidi kasutame.
Olgu H,; ;, kus 4,7 € N ja ¢ < j, jargmine loenduvate graafide hulk:

Hi; ={G |G eg{i,j} € E(G)} .

o olgu o-algebra, mille genereerivad hulgad H; ;. S.t. koik hulgad H;; on
o elemendid ning peale selle on o elementideks veel koik need hulgad, mis
tuleb talle lisada, et o oleks o-algebra. Alternatiivselt voime defineerida o
kui vdhima o-algebra, mis sisaldab hulki H; ;. See definitsioon on korrektne,
kuna

e Leidub véhemalt {iks o-algebra, mis sisaldab stindmusi H;; — selleks
on G koigi osahulkade hulk.

e On kerge veenduda, et suvalise hulga o-algebrate iihisosa on jélle o-
algebra.
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Seega on o koigi nende o-algebrate {ihisosa, mis sisaldavad stindmusi H; ;.

Kui me ¢ niimoodi defneerime, siis sisaldab ta muuhulgas ka koiki iihe-
elemendilisi hulki {G'}, kus G € G. Seega omab eelpoolkirjeldatud stohhas-
tilise protsessi abil graafi viljavalimine motet — selle protsessi tulemus on
siindmus. See stohhastiline protsess defineerib meile teatava toendosuse Prob
o-algebral o.

Tdestus (teoreem 12.1). Vaatame omadust (12.1), mida mingi graaf G voib
rahuldada, aga voib ka mitte rahuldada:

Suvaliste 16plike iihisosata tipuhulkade U,V C V(G)
jaoks leidub tipp z € V(G)\, mis ei kuulu hulka U UV
ning on ithendatud koigi U elementidega ja mitte iihegi
V' elemendiga.

(12.1)

Teoreem jéareldub niiiid jargmisest kahest vaitest:

Viide 1. Juhuslik loenduv graaf rahuldab omadust (12.1) téendosusega 1.
Viide 2. Kui kaks loenduvat graafi rahuldavad omadust (12.1), siis nad on
isomorfsed.

Viite 1 toestus. Meil tuleb néidata, et toendosus, et omadus (12.1) ei
kehti, on null. Uurime koigepealt, kui suur on omaduse (12.1) mittekehtimise
toendosus, kui hulgad U ja V' on mingil viisil fikseeritud. Tden#osus, et mingi
konkreetse tipu z puhul omadus (12.1) (fikseeritud hulkadega U ja V) ei
kehtiks, on on 1 — W Kuna aga tippe on lopmata palju, siis toendosus,
et koigi tippude puhul omadus (12.1) (fikseeritud hulkadega U a V') ei kehtiks,
on 0.

Erinevaid 16plike hulkade paare (U, V) on loenduv arv. Seega, summee-
rides iile (U, V) valiku eelmises 16igus saadud toendosused, saame iilemise
tokke omaduse (12.1) mittekehtimise toendosusele. See summa on 0. Seega
kehtib omadus (12.1) toendosusega 1.

Viite 2 toestus. Olgu I' ja A kaks loenduvat graafi, mis rahuldavad tin-
gimust (12.1). Olgu X = V(I') ja Y = V(A), me konstrueerime isomorfismi

X -2 Y. Me konstrueerime ta etapiviisiliselt, enne iga etapi algust on 6
defineeritud hulga X mingil loplikul alamhulgal. Enne esimest etappi pole
kuskil defineeritud.

Etapi jarjekorranumbriga n definitsioon soltub sellest, kas n on paaris voi
paaritu. Kui n on paaritu, siis olgu z, € X viahim (hulk X on tegelikult
naturaalarvude hulk N) selline tipp, mille korral 0(x,) ei ole defineeritud.
Olgu U’ C X koigi selliste tippude hulk, mis on ithenduses tipuga x,, ja mille
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jaoks 6 on juba defineeritud. Olgu V' C X koigi selliste tippude hulk, mis ei
ole ithenduses tipuga x,, ja mille jaoks # on juba defineeritud. Kuna graaf A
rahuldab omadust (12.1), siis leidub tipp y,, € Y, nii et y,, € (U")UO(V') ning
Y, on ithendatud koigi hulga 0(U’) elementidega ja ei ole ithendatud iihegi
O(V') elemendiga. Paneme veel tihele, et y, ei ole funktsiooni 6 vadrtuseks
monel kohal, kus ta juba defineeritud on, sest € on defineeritud ainult hulgal
U"UV'. Defineerime 0(x,,) = y,.

Kui n on paaritu, siis olgu y,, € Y vdhim selline tipp, mis ei asu juba 6
muutumispiirkonnas. Olgu U’ C Y koigi selliste tippude hulk, mis on iihen-
duses tipuga ¥, ja mis juba asuvad # muutumispiirkonnas. Olgu V' C Y
koigi selliste tippude hulk, mis ei ole iihenduses tipuga y, ja mis juba asuvad
0 muutumispiirkonnas. Kuna graaf I' rahuldab omadust (12.1), siis leidub
tipp z, € X, nii et x,, € 0~1(U")UO~(V') ning x,, on ithendatud koigi hulga
6=1(U’) elementidega ja ei ole ithendatud iihegi ~!(V"’) elemendiga. Samuti
pole 0(x,) veel defineeritud. Me defineerime 6(z,) = y,.

Peale loenduvat arvu etappe oleme me defineerinud 0 iga x € X jaoks
ning iga y € Y kuulub # muutumispiirkonda. Peale selle on ilmne, et 6 on
monomorfism. O
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