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Graaf on tasandiline (planaarne), kui teda saab tasandile

joonistada nii, et tema servad véljaspool tippe ei loikuks.
Naide: K4 on tasandiline, ()3 on tasandliline, K35 ei ole.

Eelpool antud definitsioon ei ole tiapne, kuna ,, joonistamine*

el ole tdpne moiste.

Jargnevas anname iithe tapse definitsiooni. Samas edaspidi

kasutame ikkagi ebatéapset.



Kover Eukleidilises ruumis R™ on mingi funktsioon 7 : |a, b] —
R", kus a,b € R.

Kover v on pidev, kui iga y € R jaoks lim v(z) = v(y).

r—1Y

Kovera v pikkus on
sup{Zd (&) |keNa=ty <ty <...<tp,=0b} .

Koverat, millel on pikkus, nimetame sirgestuvaks.

Jordani kover on pidev sirgestuv iseennast mitteloikav ko-

ver. Olgu J,, koigi Jordani koverate hulk ruumis R".



Graafi G = (V, E) joonis ruumi R" on kujutiste paar
vy oV — R"
tg - B — J,,
nii et
e Ly ja tg on injektiivsed.

o Kui £(e) = {u,v}, siis kovera tg(e) otspunktideks on
vy () ja vy (v).

e Koverad tg(e;) loikavad iiksteist vaid nende iihistes ots-

punktides.

Graaf on tasandiline, kui tal leidub joonis ruumis R?.



Graafi joonis tiikeldab tasandi selle osa, mis joonise alla ei jaa.

Iy
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Neid tiikke nimetatakse tahkudeks.
Tahk F5 on lopmatu tahk.

Graafi voib joonistada nii, et iikskoik milline tahk oleks lop-

matu.

= graali voib joonistada nii, et iikskoik milline serv oleks

,valimine®.



Teoreem (Euler). Olgu G sidusa tasandiline graaf. Olgu

e n — graafi G tippude arv,

e m — graafi GG servade arv,

e f — graali G joonise tahkude arv.
Siisn + f —m = 2.
Toestus. Induktsioon iile servade arvu.

Baas. G on puu. Siisn=m+ 1 ja f = 1. Seega
n+f-m=m+14+1—-—m=2.



Samm. Olgu G graaf, millel on m serva ja mis ei ole puu.
Leidub mingi serv e, mille eemaldamisel G-st jadab G sidu-

saks.

Graafis G —e on iithe vorra vihem tahke (ja servi) kui graafis
G. Vastavalt induktsiooni eeldusele n+(f —1)—(m—1) = 2.
Siit jareldubki kohe n + f — m = 2. []



Jareldus. Olgu GG tasandilne graaf. Olgu

e n — graafi G tippude arv,
e m — graafi G servade arv,
e f — graafi GG joonise tahkude arv.

e k — graafi G sidususkomponentide arv.
Siisn+ f—m==~kF+ 1.

Toestus. Rakendame eelmist teoreemi graafi G igale sidusus-

komponendile. Seejuures loeme lopmatut tahku ainult iihe
korra. []



Jareldus. Kui GG on sidus tasandiline vahemalt kolme tipu-
ga lihtgraaf, siis m < 3n — 6 (siin m — servade arv, n —
tippude arv).

Toestus. Sellise lihtgraafi joonisel on igal tahul viahemalt 3

serva (kui iiks ja sama tahk asub mingi serva ,,molemal pool“,
siis loeme seda serva selle tahu juures kaks korda).

Iga serv kuulub kahele tahule, seega
2m = Z (F-i servade arv) > 3f .
F on tahk

FEuleri valem annab

2 3n —m
2=n+f—m§n+§m—m: ;

ehk 3n — m > 6. [ ]




Jareldus. K5 el ole tasandiline.

Toestus. Graafis K5 on n = 5 ja m = 10. Kui K5 oleks
tasandiline, siis annaks eelmine jareldus m < 3n — 6 ehk
10 <9. []



Jareldus. Kui G on sidus tasandiline vahemalt kolme tipu-

ga lihtgraaf, milles pole tsiikleid pikkusega 3, siis m < 2n—4.
Toestus. Graafi G joonisel on igal tahul vahemalt 4 serva.

Iga serv kuulub kahele tahule, seega 2m > 4f. Euleri valem

annab

1 2n —m
2=n+f—m§n+§m—m: 5

ehk 2n —m > 4. L]




Jareldus. K33 el ole tasandiline.

Toestus. Graafis K33 onn =6 jam = 9. Samuti pole K3 3-s
tstikleid pikkusega 3. Kul K3 3 oleks tasandiline, siis annaks
eelmine jareldus m < 2n — 4 ehk 9 <8. []



Jareldus. Igas tasandilises lihtgraafis leidub tipp astmega

ilimalt 5.

Toestus. Olgu GG vaadeldava tasandilise lihtgraafi mingi si-
dususkomponent. Oletame vastuvaiiteliselt, et G koigi tippu-
de astmed on > 6.

Kuna iga serv on intsidentne kahe tipuga, siis 6n < 2m
ehk m > 3n. Samas andis iiks varasemaid jareldusi meile
m < 3n — 6. Vastuolu. []



Serva poolitamise operatsioon (G = G'):

G G

Serv e asendatakse tipuga w ja servadega €', €.

Graafid G; ja Go on homdomorfsed, kui leidub graaf G, nii

et G; ja G5 on saadavad graafist G servasid poolitades.



Teoreem (Kuratowski). Graaf on tasandiline parajasti
siis, kui tal ei ole alamgraafi, mis on homdéomorine Ks5-ga

VOl Kg)g—ga.

Teisisonu, graat GG ei ole tasandiline parajasti siis, kui temas

»Sisaldub® K3 vol K33 jargmisel viisil:
o K5-e voli K3 3-e tippudeks on G tipud.
o K5-e voi K3 3-e servadeks on lihtahelad G-s.

e Need lihtahelad ei 1oiku omavahel (v.a. otstippudes).



Toestus. Vastuvaiteliselt oletame, et leidub mittetasandilisi
graafe, mis ei sisalda el K-t ega ka K3s-e. Olgu G selline

graaf ning olgu ta servade arv minimaalne voimalik.

(G jaoks kehtivad jargmised véited:
e (5 on lihtgraaf.
e (- on sidus.
e (5-s ei ole sildu.
e (-s pole loiketippe — tippe v, nii et G\v pole sidus.

Olgu e iiks graafi G servadest, olgu E(e) = {u,v}. Olgu
F = G — {e}. Siis F' on tasandiline, sest ta ei sisalda Kj-t
ega K 3-e.



Viide 1. Graafis F' leidub tsiikkel, mis labib tippe u ja v.
Teisisonu, F-s leidub kaks lihtahelat u-st v-sse, mis teineteist
el loika.
Viide 1°. Graafis F' ei leidu tippu w, nii et F' on kujul

F

s.t. graafis F'\w on u ja v erinevates sidususkomponentides.
Ford-Fulkersoni teoreemist jareldub Viide 1<—=Vaide 1’.

= on ilmne, < jadb koduseks iilesandeks (Mengeri teoreem).

Toestame vaidet 1°.



Vastuviiteliselt oletame, et F' on kujul
F

Olgu F” saadud F-st kahe serva lisamise teel:

F/

w



Olgu By ja By jargmised graafid:
F/

w

Bl BQ

Graafides By ja By on vahem servi kui GG-s, seega rahuldavad

nad teoreemi vaidet.

On kaks voimalust:



1. voimalus. By (voi Bs) sisaldab K5-t voi K 3-e.
See sisaldumine peab kasutama uut serva u ja w vahel.

Ka G sisaldab siis K-t voi K3 3-e:
G

by

“

Uue serva saab asendada lihtahelaga, mis on valjaspool B;-e.




2. voimalus. B; ja By on tasandilised.

Ka G on siis tasandiline: joonistame By ja By nii, et uued

servad oleksid valispinnal:

Bl BQ

Vaide 1’ on toestatud.



Olgu F' joonistatud tasandile ja olgu C' tsiikkel, millel on
tipud v ja v. Olgu F' joonistatud ja C' valitud niimoodi, et
(' sisse jaab nii palju tahke kui voimalik.




Lisaks tsiiklile C' on graafis F' veel komponente. Osad neist

on sisemised, osad vdlimised.

Olgu z ja y tipud tsiiklil C'. Utleme, et mingi sisemine /vilimine
komponent eraldab z-1 ja y-1, kui ta takistab joone vedamist

x-1 ja y-i vahel seespool/viljaspool tsiiklit C.

L C



Koik valimised komponendid eraldavad u ja v ning on C'-ga

tihendatud téapselt kahe servaga:

C C

Cl

Muidu leiduks joonistamisviis / tsiikkel, mille sisse jaab roh-
kem tahkusid.



Vaide 2. Leiduvad sisemine komponent ning véalimine kom-
ponent (mis olgu C-ga ithendatud tippudest v ja v'), nii et

see sisemine komponent eraldab nii u ja v kui ka u/-1 ja v'-i:




Vaite toestus: Olgu I mingi u-d ja v-d eraldav sisemine kom-
ponent, mis ei eralda ihegi valimise komponendi puutepunk-
te C-ga:

C




Me saame [ vélja tosta:

SBEis




Kui vaide 2 ei kehtiks, siis saaksime koik sisemised u-d ja v-
d eraldavad komponendid vélja tosta. Seejarel saame tagasi
panna serva e. Seega oleks graaf G tasandiline. Jéarelikult
vaide 2 kehtib.




Olgu z,y tipud, tdnu millele I eraldab u ja v.
Olgu 2/, ¢’ tipud, tdnu millele I eraldab v’ ja v’

Need voivad paikneda mitmel viisil. Vaatame koik viisid 1abi
ja leiame G-st kas K5 voi K 3.



1. viis. 2/, ¢ on erinevad u-st ja v-st ning I eraldab u ja v

ka tédnu x’, y'-le.




2. viis. 2, ¢y’ on erinevad u-st ja v-st ning I ei eralda u-d ja
v-d ténu 2’, y'-le.
Voime eeldada, et 2/, ¢’ on samal pool, kui x.

1. variant. y on u ja v’" vahel.




2. viis. 2, ¢y’ on erinevad u-st ja v-st ning I ei eralda u-d ja

v-d tédnu x’, y'-le.
Voime eeldada, et 2/, ¢’ on samal pool, kui x.

2. variant. y on v’ ja v vahel.




2. viis. 2, ¢y’ on erinevad u-st ja v-st ning I ei eralda u-d ja

v-d ténu 2’, y'-le.
Voime eeldada, et 2/, ¢y’ on samal pool, kui =x.

3. variant. y = v’.




3. viis. ' = u ja vy’ # v. Loeme, et ¢y’ on v’ ja v vahel.

1. variant. y on u ja v’ vahel.




3. viis. ' = u ja vy’ # v. Loeme, et ¢y’ on v’ ja v vahel.

2. variant. y on v’ ja v vahel voi y = v'.




4. viis. ¥’ = u ja y' = v.

Kui x ja y ei ole ¢’ ja v/, siis vahetame téhistused (u « /,
vV, x 2y — Yy, e« tee viljaspool tsiiklit C'). Siis
realiseerub iiks vaadatud kolmest viisist.



Voime eeldada, et 2’ =u, v = v, z =u', y =7'.

Sisemise komponendi tipud, mille naabriteks on w, v, v, v/,
on selle komponendi sees kuidagi iihendatud.

Uhenduse esimene voimalik kuju:




Uhenduse teine voimalik kuju:

Teoreem on toestatud.



Serva kokkutombamise operatsioon (G = G'):
G G

N/

Serva kokkutombamisel jaab tasandiline graaf tasandiliseks.

Teoreem (Wagner). Graaf on tasandiline parajasti siis,
kui tal pole alamgraafi, mis on servi kokku tommates muu-

detav graafiks K5 voi Kj3.

Toestus: kodune iilesanne (kasuta Kuratowski teoreemi).



