Priiferi koodid
Margendatud puude loendamine
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Olgu M C N loplik hulk. Mdargendatud graaf méargendite
hulgaga M on kolmik Gy, = (V, E, ), kus

e G = (V,FE) on graaf;

e /i :V — M on bijektiivne kujutus.
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Mérgendatud graaf méargendite hulgaga {2,4,5,6}.



MargendatUd graaﬁd Gl — (‘/17 E17 ;ul) ja G%W — (‘/27 E27 ,LLQ)
on isomorfsed, kui leidub kujutus ¢ : Vi — V5, nii et

e  on graafide (V1, E1) ja (Va, Ey) isomorfism;
e iga v € V] jaoks kehtib uq(v) = ps(p(v)).
Mitteisomorfsed kolmetipulised puud:

Mitteisomorfsed kolmetipulised mérgendatud puud (mérgen-
ditega {1, 2, 3}):
1 2 3 2 1 3 1 3 2

Kui palju on neljatipulisi puid ja margendatud puid (mér-
genditega {1,2,3,4})7



Téanases loengus néditame, et mitteisomorfseid n-tipulisi (kus
n > 2) méargendatud puid (fikseeritud mérgendite hulgaga)

on n"? tiikki (Cayley teoreem).

n-tipulised méargendatud M2
puud mérgenditega hul-| = | (jarjendid pikkusega n — 2
gast M hulga M elementidest)

e Defineerime teatava funktsiooni ( Priifer: koodi leidmise)

esimesest hulgast teise.

e Niitame, et ta on iiksiihene ja peale.



Olgu T = (V, E, u) méargendatud puu méargendite hulgaga
M. Tema Priiferi kood ©(T) on defineeritud jargmiselt:

o Kui |V| =2, siis p(T) = || (tiihi jarjend).

e Muidu

— Olgu v € V viahima mérgendiga leht. Olgu w tema
naabertipp.

= Olgu T" = (V\{v}, E\{ (v, w)}, plv\(v}) mérgenda-
tud puu mérgendite hulgaga M\{u(v)}.
Defineerime o(7T') = pu(w) - p(T7).
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Lemma. Margendatud puu T = (V, E, ) tipu v € V miéir-
gend p(v) esineb koodis p(7T') tépselt deg(v) — 1 korda.

Toestus. Induktsioon iile tippude arvu.

Baas. |V| = 2. Siis on kummagi tipu aste 1 ning kummagi
tipu margend esineb koodis o(7") null korda.

Samm. |V| =mn. Olgu o(T) = [mims...m,_s|. Olguu € V
vahima maéargendiga leht puus 7. Olgu w tema naabertipp.

Olgu T" saadud puust 7', eemaldades sealt tipu u (tdhistame
T'=T —u).

T" on (n — 1)-tipuline méargendatud puu méargendite hulga-
ga M\{p(u)}. Tema Priiferi kood on [my ... m, _s|. Indukt-

siooni eelduse jérgi esineb suvalise tipu v € V\{u} mérgend
selles koodis deg;(v) — 1 korda.



Olgu v € V. Vaatame kolme varianti:

e v = u. Siis degp(v) = 1. Margend u(u) ei esine koodis

)

o(T") ning m; = p(w). Seega ei esine u(u) koodis o(T).

e v = w. Siis degy(v) = degp(v) + 1. Méargend p(w) esi-
neb koodis o(7') iiks kord rohkem kui koodis p(7"), sest
my = p(w).

e v on mingi muu tipp. Siis deg,(v) = deg (v). Ka v mér-
gendi esinemiste arv koodides o(7T') ja p(1") on sama.
L]



Teoreem. Olgu 17 = (Vi, Eq, p1) ja Ty = (Va, Eo, po) mér-
gendatud puud mérgendite hulgaga M. Kui p(T) = p(13),

S1is T1 = TQ.
Toestus. Induktsioon iile tippude arvu.

Baas. |V| = 2. Leidub ainult iiks kahetipuline méargendatud

puu méargendite hulgaga M = {m,mqo}: 71 3
Samm. |V| =n. Olgu (1T1) = (1) = [mims ... m,_s].
©(T')-st saab leida puu T lehtede mérgendid — need on need

margendid, mis p(7')-s ei esine (< eelmine lemma).

Seega on puude 1] ja 15 lehtede margendite hulgad vordsed.



Olgu m € M vahim lehe mérgend. Olgu v; € V] ja vy € V5
sellised, et uq(vy) = p2(ve) = m.

Olgu 7] =Ty — vy ja T3 = Ty — vy. Vastavalt Priiferi koodi
konstruktsioonile p(77) = p(15) = [ma ... m,_s].
Induktsiooni eelduse jargi 77 =2 T3. Olgu ¢ : Vi\{v1} —
Vo\{v2} nendevaheline isomorfism.

Niitame, et kui me tdiendavalt defineerime ¢(vy) = vs, siis
on ¢ margendatud puude 17 ja T vaheline isomorfism.

@ jatab margendid paika: pi(v1) = pa(ve). Meil tuleb veel
niidata, et ¢ on puude 7} ja 15 vaheline isomorfism.

Olgu u,u’ € V. Naitame, et u ja v’ on naabrid parajasti
siis, kui p(u) ja ¢(u') on naabrid.



Kui v # vy ja u' # vy, siis jareldub see sellest, et ¢ oli T} ja

T3 vaheline isomorfism.

Olgu v = vy. Tipud v; ja vy on lehed. Olgu w; € V; ja

wy € V5 tippude vy ja vy ainsad naabrid.

Vastavalt Priiferi koodi konstruktsioonile puq (wy) = pa(wy) =
m,. Kuna ¢ on mérgendatud puude 17 ja T3 vaheline iso-

morfism, siis p(w;) = ws.

Seega on u’ tipu u = v; naabertipp parajasti siis, kui ¢(u’
2

on tipu ¢(u) = vy naabertipp. ]



Teoreem. Olgu M C N, nii et n = |M| > 2. Olgu M =
myms ... my_s|, kusmy, ..., m,_o € M. Siis leidub n-tipuline
margendatud puu T = (V, E, ) méargendite hulgaga M, nii
et p(T) =M.

Toestus. Induktsioon iile n.

Baas. n = 2. Siis M = []. Kui M = {mq, my}, siis votame
T-ks puu "1 ma

Samm. Olgu m € M vahim selline element, mis ei esine
jarjendis M. Olgu M’ = M\{m} ja M’ = [my ... m,_2].

Vastavalt induktsiooni eeldusele leidub mérgendatud puu
T = (V', E' i) mérgendite hulgaga M’ nii et p(T") = M.



Olgu w € V' selline, et p/'(w) = my. Olgu
V=V'w{v}
E=FU{(v,w)}
p= v —m]

jaolgu T = (V, E, ). Siis T' on mérgendatud puu mérgen-
dite hulgaga M.

Leiame @(T"). Meil on tarvis leida vdhima mérgendiga leht
puus 1. Puu T lehtede méargendid on tapselt need M-i ele-
mendid, mis el kuulu M-i. Vastavalt m-i definitsioonile on
m vahim nende seas. Seega on vastavalt p definitsioonile v

vahima maéargendiga leht puus 7.



Tipu v naabriks puus 7" on w, mille mirgend on vastavalt

tema definitsioonile m.

Eemaldades puust 7" tipu v saame puu 7” mérgenditega hul-
gast M.

Seega p(T) = p(w) - p(T") = [mimg ... my,_s] = M. []



Teoreemi toestus oli konstruktiivne, andes meile ka algoritmi
margendatud puu leidmiseks tema Priiferi koodi jargi. Olgu
antud M = [mimsy ... m,_s].
1. Igai € {1,...,n—2} jaoks leiame jarjendile [m; ... m, o]
vastava viahima méargendiga lehe méargendi. Olgu [; hulga

M\{ly,...,l;_1} véhim element, mis erineb elementidest

my,y...,Mp_9.

2. Loome kahetipulise margendatud puu méargenditega hul-
gast M\{ll, c e ,ln_g}.
3. Igai e {1,...,n — 2} jaoks (kahanevalt):
e Lisame puule uue tipu, margendame ta [;-ga.

e Uhendame selle tipu tipuga, mis on mérgendatud m;-ga.



Naide: Olgu M = {1,...,10}.

Kood: T 7T 7T 4 5 7T 4 4



Naide: Olgu M = {1,...,10}.

Kood: T 7T 7T 4 5 7T 4 4

vahima méargendiga lehe méargend: 1



Naide: Olgu M = {1,...,10}.

Kood: T 7T 7T 4 5 7T 4 4

vahima méargendiga lehe margend: 1 2



Naide: Olgu M = {1,...,10}.

Kood: T 7T 7T 4 5 7T 4 4

vahima margendiga lehe méargend: 1 2 3



Naide: Olgu M = {1,...,10}.

Kood: T 7T 7T 4 5 7T 4 4

vahima margendiga lehe margend: 1 2 3 6



Naide: Olgu M = {1,...,10}.

Kood: T 7T 7T 4 5 7T 4 4

vihima margendiga lehe mérgend: 1 2 3 6 8



Naide: Olgu M = {1,...,10}.

Kood: 7 7 4 5 7 4 4
vahima méargendiga lehe margend: 1 2 3 6 8 5



Naide: Olgu M = {1,...,10}.

Kood: 7 7 4 5 7 4 4
vahima margendiga lehe mérgend: 1 2 3 6 8 5 7



Naide: Olgu M = {1,...,10}.

Kood: 7 7 4 5 7 4 4
vahima margendiga lehe mérgend: 1 2 3 6 8 5 7 9



Naide: Olgu M = {1,...,10}.

Kood: 7T 7 4 5 7 4
vahima margendiga lehe mérgend: 1 2 3 6 8 5 7
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Naide: Olgu M = {1,...,10}.

Kood: 7 7 4 5 7
vihima méargendiga lehe margend: 1 2 3 6 8 5




Naide: Olgu M = {1,...,10}.

Kood: 7T 7 7 4 5

vahima margendiga lehe mérgend: 1 2 3 6 8
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Naide: Olgu M = {1,...,10}.

Kood:

vahima margendiga lehe méargend:

77 4
1 2 3 6
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7 4 4
b 7 9



Naide: Olgu M = {1,...,10}.

Kood:

vahima méargendiga lehe méargend:

m OO
m Ot
BN

N

0T
I 2 3

b 7 4 4
8 5 7 9



Naide: Olgu M = {1,...,10}.

Kood:

vahima méargendiga lehe méargend:

m CO
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4 5 7 4 4
6 8 5 7 9



Naide: Olgu M = {1,...,10}.

Kood:

vahima maéargendiga lehe méargend:

m CO
m Ot
—J
N

7
1

T4 5 7 4 4
36 8 5 79



Naide: Olgu M = {1,...,10}.

Kood:

vahima maéargendiga lehe méargend:

1 2

m CO
m Ot
3
N

7 4 5 7T 4 4
2 3 6 8 5 79




