Vorgud ja vood
Ford-Fulkersoni algoritm

10. oktoober 2002



Olgu G = (V, E) suunatud graaf.

Suunatud graafi tipu v € V jaoks on defineeritud tema si-
_o, —
sendaste deg(v) ja viljundaste deg(v).

_ -
Kui deg(v) = 0, siis on v graafi G ldhe. Kui deg(v) = 0, siis

on v graafi G suue.

Lébilaskevoime G-1 on mingi funktsioon ¢ : E — R,.

—

Tipu v € V ¢-sisendaste on deg,(v) = > (e).
eck
& (e)=(u,0)
%
Y-viljundaste on deg,(v) = >,  ¥(e).
eck
E(e)=(v,u)

Vork on paar (G,1), kus G on mingi suunatud graaf ja
mingi labilaskevoime sellel.






Lause. Graafi G = (V, E) koigi tippude w-sisendastmete

summa on vordne G koigi tippude y-valjundastmete sum-

maga.
Toestus.
D odegy(v) =3 Y )= wle) =
veV veV eckE eck
&(e)=(u,v)
Y. D> dle)=) degy(v)
veV 8(6()55}#) veV



Olgu (G,1) vork. Loeme, et G-1 on tépselt iiks lihe s ja

tapselt iiks suue t.
Voog vorgul (G, 1) on mingi funktsioon ¢ : £ — R, nii et

o o(v) <Y(v)igawv eV jaoks.

_— < . .
e deg (v) = deg,(v) iga v € V\{s,t} jaoks.
_ — —

Eelmisest lausest jareldub deg,(s) = deg(t). Seda suurust
nimetame voo ¢ vddrtuseks ja téhistame |p|.
Voog on makstmaalne, kui tema vaartus on maksimaalne
voimalik.
Téanases loengus loeme, et graafis G = (V, E') pole silmuseid
ja kordseid suunatud servi. Siis voime lugeda E C V x V.






Lemma. Olgu (G,v) vork, kus G = (V, E). Olgu V =
V.UV, niiet s € V, jat eV, Olgu

OV, V)= > ple)— Y ople) .

ec EN(VsxVq) ec EN(VixVs)
Siis on ®(V;, V;) vordne ¢ vadrtusega.
Toestus. Induktsioon iile |V].

Baas. |Vs| = 1. Siis Vi = {s}. Hulk V,; x V; sisaldab parasjagu
koik s-st valjuvad servad ja hulk V; x V; on tiihi.

Samm. Kehtigu lause vidide mingite hulkade Vi ja V; jaoks.
Olgu x € V)\{t}, V! =V, U{x} ja V] = V,\{x}. Piisab, kui
naitame, et ®(V;, V) = &V, V/).
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Vorgu (G, ), kus G = (V, E), loige on mingi servade hulk
L C F, nii et iga suunatud tee G lahtest suudmesse kasutab

monda serva hulgast L.

Alternatiivselt: L C FE on loige, kui graafis (V, E\ L) ei leidu
ihtki suunatud teed tipust s tippu t.

Loike L ldbilaskevoime on summa » | (e). Téhistame ¢ (L).
ecL
Loige on mintmaalne, kui tema labilaskevoime on minimaal-

ne voimalik.



Teoreem (Ford ja Fulkerson). Vorgu maksimaalsete voo-
gude vaartus on vordne selle vorgu minimaalsete loigete 14-

bilaskevoimega.

Toestus. Olgu (G, ) vork, olgu G = (V, E). Olgu s tema

lahe ja t tema suue. Naitame, et

I. Uhegi voo vadrtus pole suurem kui ithegi 16ike libilas-

kevoime.

II. Maksimaalse voo jaoks leidub loige, mille ldbilaskevoime

on vordne selle voo vaartusega.



I osa. Olgu ¢ mingi voog ja L mingi loige.

Olgu V, C V koigi selliste tippude hulk, kuhu leidub tipust s
suunatud tee, kasutamata servi hulgast L. Olgu V;, = V\V,.
Kuna EN (Vs x V;) C L, siis

PL)y> > )= Y ple) =V, V) =g .

e€EN(Vsx V) ec EN(VsxV4)



II osa. Olgu ¢ mingi maksimaalne voog.

Olgu V; C V koigi selliste tippude v hulk, et:

. €1 €2 €m ..
Leidub suunamata tee s = vg — vy — -+ — v,,, = v, nii et

o Kuie; = (v;_1,v;), siis v(e;) < ¥(e;).
o Kuie; = (v;,v;_1), siis (e;) > 0.
Utleme, et tippude v;_; ja v; vahel on voog kiillastamata.

Sellist teed nimetame suurendavaks.

Olgu V; = V\V;. Naitame, et t € V,. Toepoolest, kui t € Vi,

siis pole ¢ maksimaalne:



e €9 e .
Olgu s = vg — vy — -+ — v,, = t mingl suurendav tee.

Defineerime positiivsed reaalarvud 9; jargmiselt:

y

P(e;) —ple;), kuie; = (v;_1,v;)
©o(e;), kui e; = (v;,v;_1) -

0; = X

Olgu € = min J;. Olgu ¢’ jargmine voog:

p(e), kui e € {eq,...,em}
o' (e) = ple)+e, kuie=e; = (v;_1,v;)

ple) —e, kuie=-¢e = (v;,v;_1) .

Siis ¢’ on voog ja |¢'| = |¢| + €.



Hulkade V; ja V; konstruktsioon annab:
o Kuiee EN(V, x V,), siis p(e) = ¥(e).
o Kuiec EN(V, x V), siis p(e) = 0.
Olgu L = EN (Vs x V;). Siis L on loige ja (L) = |p|. O



Algoritm max. voo leidmiseks (Ford-Fulkerson). Olgu
(G, ) vork, kus G = (V, E).

Olgu ¢ mingi voog vorgul (G, 1), néiteks Ve : o(e) = 0.
Korda:

1. Lela mingi suurendav tee s = vy L V1 2. U, = L.
Kui sellist teed ei leidu, siis lopeta ja valjasta .
2. Konstrueeri ¢’ nagu kujutatud 2 slaidi tagasi.

3. Omista ¢ := ¢’

Mingi suurendav tee leitakse graafi mingil viisil labides.
















































Suurendava tee leidmine:
Olgu Vi = {s}, W = {s}.
Korda, seni kuni W # () ja t & V.
1. Vali mingil viisil v € W. Eemalda ta hulgast .

2. Iga e € E jaoks, mille iiks otspunkt on v: kui v ja serva

e teise otspunkti w vahel on voog kiillastamata ning kui

w & Vi, siis
(a) lisa w hulkadesse V ja W.
(b) Jéta meelde, et w-le ,eelnev tipp* on wv.
Kui t € Vi, siis ei leidu suurendavat teed. Kui t € V, siis

konstrueeri suurendav tee, litkudes t-st mooda ,eelnevaid

tippe” tippu s.



Lause. Kui vorgu koigi servade labilaskevoimed on téaisar-
vulised, siis taidetakse max. voo leidmise algoritmis tsiiklit

ilimalt || korda, kus ¢ on mingi maksimaalne voog.

Toestus. Igal iteratsioonil suureneb juba leitud voo vaartus.
Kuna murdarvud ei saa mitte kuskilt sisse tulla, siis suure-

neb ta iga kord vdhemalt 1 vorra. []



Loeme niilid, et suurendav tee ldhtest suudmesse leitakse

graafi laiuti ldbides (Edmonds-Karpi tdiendus).

.. . €1 €2 €
Siis on leitud suurendaval teel s = vg — vy — -+ — v, =t

jargmine omadus:

. €1 €2 €
Iga ¢ jaoks on s = vg — v — - --

v; liihima pikkusega
suurendav tee lahtest tippu v;.

Kui (G, %), kus G = (V, EY) on mingi vork ja ¢ mingi voog
sellel, siis téhistagu 0,(v), kus v € V, lilhima suurendava

tee pikkust lahtest tippu v.



Lemma. Olgu ¢, ©1, ©9, . .. voogude jada, mis tekivad max.
voo leidmise algoritmi jarjestikustel iteratsioonidel. Siis on

suvalise v € V' jaoks jada d,,(v) mittekahanev.

Toestus. Vaatame mingeid vooge ¢,, ja ¢,41 selles voogude
jadas, olgu B = {v | d,,,,(v) < d,,(v)}. Oletame vastu-
vaiteliselt, et B pole tiithi. Olgu v € B selline, mille jaoks

0y,., (V) on minimaalne.

Olgu P’ lithim suurendav tee lahtest tippu v voo ¢, jargi.

Olgu u selle tee eelviimane tipp. Kuna 6, ., (u¢) < 0y, (v),
siis u € B.

Vaatame voogu ¢,, tippude u ja v vahel.



Kui ¢,, on tippude u ja v vahel kiillastamata, siis
0p, (V) < 0, (u) +1 < 0p,,,, (u) +1=10y,,,(v)

ja seega v € B, vastuolu.

Kui ¢,, on tippude u ja v vahel kiillastatud, siis olgu P,, suu-
rendav tee lahtest suudmesse, nii et ¢,,,1 on konstrueeritud

wn-st, lisades talle tdiendava voo labi tee F,.

Kuna lisamisel muutub voog u ja v vahel kiillastamatuks,

siis leidub tees P, serv - - - v uw — ---. Vastavalt P,
omadustele 0, (v) = d,, (u) — 1. Saame

Opn (v) = Opn (u) =1 < 590n+1(u) = 5cpn+1(v) —2< 590n+1(v)

ja seega v ¢ B, vastuolu. []



Teoreem. Max. voo leidmise algoritm teeb iilimalt
(|JV]| —2) - | E| iteratsiooni.

Toestus. Vaatame algoritmi mingit iteratsiooni (olgu ta jér-
jekorranumber n). Sel iteratsioonil konstrueeritakse suuren-
dav tee P, : s = g L V1 2o Ve, = L. Utleme, et
tipupaar (v;_1,v;) on kriitiline, kui talle vastav suurus 9,
(mis naitab, kui palju tuleb voogu tippude v;_1 ja v; vahel

suurendada, et ta kiillastuks) on minimaalne (s.t. §; = ¢).

Igal iteratsioonil on vahemalt liks kriitiline tipupaar. Jarg-

misel iteratsioonil on see tipupaar kiillastatud.

Loeme, mitmel iteratsioonil korda saab mingi tipupaar (u, v)
kriitiline olla. Kui ta on kriitiline n-ndal iteratsioonil, siis

Oy, (V) = 0y, (u) + 1.



Et (u, v) saaks kunagi hiljem jélle kriitiline olla, peab millalgi

olema iteratsioon nr. n’ > n, millel leitav suurendav tee P,

sisaldab serva - - - v U ..., Slis
O, (u) = Op,, (v) +120,,(v) +1=04,(u)+ 2,

seega iga kord, kui (u,v) saab kriitiliseks, on d,(u) eelmise

korraga vorreldes vahemalt kahe vorra suurem.

Suurus d,(u) ei saa olla suurem kui |[V| — 2 (kui (u,v) on

kriitiline). Seega on (u, v) kriitiline {ilimalt 1= korral. Meid

huvitavaid paare (u,v) on {ilimalt 2 - |F| tiikki. []



Jargmise loengu ajal toimub kontrollt66. Ta katab esimeses
viies loengus (ja praktikumides) réaagitu. T66 ajal on mate-

jalide kasutamine lubatud. Urituse viib ldbi Meelis Roos.

Jargmises praktikumis (homme voi jargmise niddala alguses)
tegeleme me veel kontrollttosse tulevate teemadega (ja mitte

vorkude ja voogudega).

Palun leppige omavahel kokku veel iiks aeg nadalas, mil me
voiksime loenguid teha. Ma pole veel nii monelgi neljapéaeval
(néiteks 07.11, 21.11) Tartus ja seetottu voib loengukorda-
dest puudu tulla.



