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Olgu meil hulk X. Me tahame selle hulga elemente paari-

desse panna.

Kitsendus: suvalisi kahte elementi ei saa paari panna. Antud
on hulk

PC{{z,y}|z,ye X, z#y}

mis naitab, milliseid elemente iileiildse voib paari panna.

Paar (X, P) on lihtgraaf. Ténases loengus vaatamegi ainult

lihtgraafe.



Olgu G = (V, F) lihtgraaf. Vastavus graafis G on selline
servade hulk M C F| et iga v € V jaoks deg,,(v) < 1.

Vastavus on maksimaalne, kui tema voimsus on suurim voi-

malik.

Kooskola on selline vastavus M, mille korral deg,,(v) = 1

iga v € V jaoks.
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Olgu G = (V, E) lihtgraaf, olgu M C FE mingi vastavus ja
olgu P mingi lahtine lihtahel graafis G.

Ahel P on M-vahelduv, kui temas olevad servad kuuluvad
vaheldumisi hulka M ja hulka F\M.

Ahel P otstippudega x ja y on M -laienev, kui ta on M-
vahelduv ning deg,,(x) = deg,,(y) = 0.






Teoreem (Berge). Vastavus M graafis G = (V, F) on mak-

simaalne parajasti siis, kui GG-s el leidu M-laienevat ahelat.

Toestus =. Oletame vastuvaiteliselt, et graafis G leidub min-

g1 M-laienev ahel P.

Vaatame P-d kui servade hulka.
Olgu M’ = (M\P)U (P\M). Siis |M'| = |M| + 1.



Lihtne on kontrollida, et M’ on vastavus. Olgu v € V', kont-

rollime, et deg,;(v) < 1. On kolm voimalust.

e v ei asu ahelal P. Siis deg,,(v) = deg,,;/(v). Toepoolest,

olgu e € E tipuga v intsidentne. Kuna e ¢ P, siis e €
M&ec M.

e v on ahela P otstipp. Siis deg,;,(v) = deg,,(v) + 1 = 1.

e v on ahela P moni sisemine tipp. Siis deg,, (v) = deg,,(v) =
1.



Toestus <. Meil tuleb konstrueerida mingi M-laienev ahel.

Olgu M* mingi maksimaalne vastavus graafis G. Siis | M| <
|M*|. Vaatame graafi H = (V, M U M*).




[ga v € V jaoks on degy(v) < 2. Graafi H voimalikud
sidususkomponendid on:

e Isoleeritud tipud.

e Ahelad.

— Kinnised ehk tstiklid.
x M ja M™ elemendid vaheldumisi.

— Lahtised. Voimalused:

+ Uksainus serv e € M N M*.

x M ja M* elemendid vaheldumisi. Voimalused:
. Uhes otsas M-i, teises M*-i element.
- Molemas otsas M-1 element.
- Molemas otsas M *-1 element.



Kuna |M| < |M*|, siis peab leiduma H-i sidususkomponent,
kus on M *-1 kuuluvaid servi rohkem, kui M-1 kuuluvaid ser-
V1.

Ainsad sellised komponendid on lahtised ahelad, mis algavad

ja loppevad M*-1 elemendiga.
Need ahelad on M-laienevad. L]



Olgu G = (V, E) graaf ja olgu S C V. Tipuhulga S naabrus
on hulk

NS)={w|weV,dec E,Fve S:E(e) ={v,w}} .

Teoreem (Hall). Olgu G = (V, F) kahealuseline lihtgraaf
alustega X ja Y. Graafis GG leidub vastavus M omadusega
Ve € X : deg,,(xr) = 1 parajasti siis, kui iga S C X jaoks
kehtib |N(5)] > |S].




Toestus =. Olgu M mingi vastavus etteantud omadusega.
Olgu S C X. Vaatame hulka

T={y|lyeY,Jzes:(x,y € M} .

Siis |T'| = |S], sest iga x € S defineerib erineva y-i. Samas
T C N(5). Kokkuvottes |S| = |T'| < |N(9)].



Toestus <. Olgu M mingi maksimaalne vastavus. Oletame
vastuviiteliselt, et leidub € X nii et deg,,(x) = 0.

Olgu S C X koigi selliste tippude v € X hulk, nii et leidub

M-vahelduv tee z-st v-sse. Paneme téhele, et z € S.

Olgu T' C Y koigi selliste tippude w € Y hulk, nii et leidub

M-vahelduv tee z-st w-sse.




Me naitame, et
[. N(S)=T;
IL [S\{z}] = [T].
Kokkuvottes viib see meid vastuoluni eeldustega:

NG| = [T = [S\{z}[ = |S| =1 <[5] .



I osa. Olgu v € 5. Olgu P M-vahelduv tee z-st v-sse. Pane-
me tahele, et viimane serv ahelas P kuulub M-1.

Olgu w € Y moni tipu v naabertipp. On kaks voimalust:

1. w asub ahelal P. Siis on ahela P osa 2x-st w-ni M-
vahelduv tee r-st w-sse. Seega w € T'.

2. w el asu ahelal P. Jalle on kaks voimalust:

e (v,w) € M. Siis on (v,w) viimane serv ahelas P,
sest el leidu iihtki teist serva hulgas M, mis oleks v-

ga intsidentne. Seega realiseerub antud juhul esimene
variant.

o (v,w) ¢ M. Siis on P koos téaiendava servaga (v, w)
M-vahelduv tee z-st w-sse. Seega w € T..



II osa. Me konstrueerime bijektsiooni S\{x} ja T" vahel.

Olgu v € S\{z}. Siis leidub e € M, mis on intsidentne v-ga
(viimane serv M-vahelduvas tees x-st v-sse). Tipule v seame
vastavusse e teise otspunkti w. Eelmisel slaidil naitasime, et
wel.

Olgu w € T. Kui ei leiduks serva e € M, mis on w-ga
intsidentne, siis oleks M-vahelduv tee x-st w-sse M-laienev.
Berge’i teoreem M-laienevate teede leidumist ei luba. Seega

selline serv e leidub.

w-le seame vastavusse e teise otspunkti v. On ilmne, et
v € S. Samuti v # x, sest e teine otspunkt ei ole x, ku-
na deg,,(x) = 0. ]



Jareldus. Regulaarses (s.t. koigi tippude aste on sama) ka-
healuselises graafis, mis pole nullgraat, leidub kooskola.

Toestus. Olgu G = (V, E') kahealuseline graaf alustega X ja
Y. Olgu k > 0 koigi tippude aste. Kuna

X|-k=> deg(x) =) deg(y)=|Y|k

reX yey

siis | X| = |Y|. Olgu S C X. Kuna

S| k=" deg(x) < Z deg(y) = |N(S)| - k,

xeS yeN (S
siis |.S| < |N(9)]. Seega leidub vastavus M, nii et deg,,(z) =
1 iga v € X jaoks. Kuna | X| = |Y|, siis ka deg,,(y) = 1 iga
y € Y jaoks. []



Olgu G = (V, E) lihtgraaf. Graafi G kate on selline tippude
hulk K C V', et iga serv e € E on mone K-sse kuuluva

tipuga intsidentne.

Kate on minimaalne, kui tema voimsus on vahim voimalik.
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Lemma. Olgu G = (V, F) lihtgraaf, olgu M mingi tema
vastavus ja K mingi tema kate. Siis |M| < |K]|.

Toestus. Iga serva e € M jaoks leidub mingi tipp v € K, nii
et e on intsidentne K-ga. Erinevate servade jaoks on need
tipud erinevad, kuna erinevatel M-1 kuuluvatel servadel pole

tihiseid otstippe. []



Teoreem (Konig). Olgu G = (V, E) kahealuseline graaf.
Siis on tema maksimaalsete vastavuste ja minimaalsete ka-

tete voimsused vordsed.

Toestus. Olgu X ja Y graafi GG alused, olgu M tema mingi

maksimaalne vastavus. Konstrueerime katte K, nii et |M| =
K.

Olgu U C X koigi selliste tippude v € X hulk, et deg,,(u) =
0. Siis | M| = | X\U]|.
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Olgu S C X koigi selliste tippude v € X hulk, nii et mingi
u € U jaoks leidub M-vahelduv tee u-st v-sse. Siis U C S.

Olgu T' C Y koigi selliste tippude w € Y hulk, nii et mingi
u € U jaoks leidub M-vahelduv tee u-st w-sse.

Analoogiliselt Halli teoreemi toestusega N (S) =T ja |T'| = |S\U|.



Olgu K =T U (X\S). Siis K on kate.

Toepoolest, oletame et leidub e € E', nii et e pole intsidentne

ihegi K'-sse kuuluva tipuga. Siis on e iiks otstipp S-s ja teine
Y \T-s. Vastuolu viitega N(S) =T.

X K Y
S 8| T = N(S)
U

K| =T+ |X\S| = [S\U[ + [X\S| = [X\U[ = |[M] .
]



