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Lahendused

1. iilesanne

Tarvilikkus. Olgu M C E etteantud omadusega servade hulk ja olgu S C X.

Toome sisse jargmise tihistuse. Olgu G = (V, E') mingi graaf,
olguv eV, UCV jaFE CE. Sel juhul tdhistagu Ng/ (v) tipu v
koigi selliste naabertippude w hulka, mille korral serv v ja w vahel
kuulub hulka E’. Teisisonu, Ng (v) on tipu v naabrite hulk graafis
G = (V, E'). Analoogiliselt tdahistagu Ng(U) hulka U kuuluvate
tippude selliste naabertippude w hulka, mille korral leidub v € U,
nii et serv u ja w vahel kuulub hulka E’.

Ulesande tingimuse kohaselt on servahulgal M jirgmised omadused:
e iga x € X jaoks | Ny (z)| = k.
e kui z, 2’ € X jax # o/, siis Ny(z) N Ny (2') = 0.

Niiiid saame

NGS) = |UNE)] = U M) = 3 M) =515 -
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Piisavus. Olgu G selline, et iga S C X jaoks k- |S| < |N(S)|. Konstrueerime
kahealuselise graafi G’ = (X' UY, E’) jirgmisel viisil.

Hulka X’ votame k& eksemplari® igast hulga X elemendist. Formaalselt
voime seda kirja panna jargmiselt:

X/d:ef{x(i) . xeX7@€ {]_,,k}}?

siin 2 tdhistab elemendi z € X i-ndat eksemplari. Tipu z® iithendame
servaga koigi selliste tippudega y € Y, millega on ithendatud tipp =z, s.t.

B {(aDy) : (r,y) € Eie{1,...,k}} .

Defineerime veel iihe téhistuse. Olgu 7 : X’ — X | projektsioon® hulgast
X' hulka X, s.t. m(z®) &' 2. Kirjutusviis 7(2’), kus 2’ C X, tihistab hulka
{r(z) - z€2'} C X.



On ilmne, et iga S C X’ jaoks kehtib |S| < k-|7(S7)], sest hulka S” kuulub
iilimalt & ,eksemplari® mingist elemendist x € 7(S’). Peale selle Ng/(5") =
N(7(8")) vastavalt graafi G’ konstruktsioonile.

Kokkuvottes oleme saanud, et iga S” C X’ jaoks kehtib

1S < k- |m (S < IN(w(ST)] = [Ne (S)] -

Siin parempoolne vorratus tuleb meie eeldusest k - |S| < |N(S)|, kus votame
S = m(5'). Vastavalt Halli teoreemile leidub graafis G’ mingi vastavus M’,
nii et iga z € X’ jaoks deg,,(z) = 1.

Vastavus M’ seab iga x € X igale eksemplarile vastavusse mingi elemendi
y € Y, need y-d on koik erinevad. Seega seab M’ igale elemendile x € X
vastavusse k elementi y € Y, mis on koik erinevad. Siit saamegi kétte otsitud
servahulga M. Defineerime

M = {(z,y) : (z9,y) € M},

on ilmne, et M rahuldab noutud tingimusi.

2. iilesanne

Vastus: see graaf ei ole tasandiline.

Esimene toestus. Alloleva joonise vasak pool kujutab selle graafi iiht alamgraa-
fi, mis on homoomorfne graafiga Kj 3.

Teine toestus. Alloleva joonise parem pool kujutab selle graafi itht alam-
graafi, mis on homéomorfne graafiga K.

‘

3. iilesanne

Vastus: Pg. (k) = k(k —1)(k — 2)(k — 3)? = k> — 9k* + 29k3 — 39k? + 18k.
Esimene lahendus. Rakendame graafile G = Kj; — e korduvalt valemit
Po(k) = Pg-c(k) — Pgje(k). Seejuures piitiame érajéetava / kokkutomma-
tava serva e valida selliselt, et graaf G /e osutuks graafiks K, — selle graafi
kromaatilist poliinoomi me juba teame. Saame
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ja seega
Pres—e(k) = k-Pre, (k) =3-Pre, (k) = k-k(k—1)(k=2)(k—=3)=3-k(k—1)(k=2)(k=3) .

Teine lahendus. Kuna Py, (k) = Pg,—c(k) — Prk,je(k), siis Pg,—c(k) =
Pr, (k) + Pk, /e(k). On ilmne, et kui me graafis K5 mone serva kokku tomba-
me, saame graafi Ky, seega K;5/e = K. Niiiid

Py, _o(k) = Pk, (k)+ Pk, (k) = k(k—1)(k—2)(k—3)(k—4)+k(k—1)(k—2)(k—-3) .



