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1. Pohimaoisted
1.1. Graafi moiste

Graaf (ehk suunamata graaf) G koosneb tippude hulgast V' (t&his-
tatakse vahel ka V(G)) ja servade hulgast F (tdhistatakse vahel ka
E(G)). Kiesolevas kursuses loeme, et nii V kui ka F on 16plik. Graafi
struktuur ehk seos V' ja F vahel méa#ratakse mingi intsidentsusfunkt-
siooni £ etteandmisega, mis igale servale e € E seab vastavusse mingi
tippude paari {u, v}, mille elemente nimetatakse serva otstippudeks.
Oecldakse, et serv e ja tipp v on intsidentsed, kui v € £(e). Voib
juhtuda ka, et serva e otstipud langevad kokku, s.t. £(e) on vordne
itheelemendilise hulgaga {v}. Sellist serva nimetatakse silmuseks.

€1
U1 V2
e | Ee)
€1 {U1, 02} es €9
€2 {'U27 Us}
€3 {U2, U4}
es | {vs,va} 22 V3

Joonis 1.1. Graafi esitus funktsiooni £ abil ja joonisena.

Tavaliselt esitatakse graaf joonisena, kus iga tipp on kujutatud
punktina tasandil ning iga serv kahte tippu ithendava joonena. Graafi
nimetatakse tasandiliseks (ehk planaarseks) siis, kui teda saab esita-
da joonisena, kus graafi servi esitavad jooned omavahel ei 16iku. Iga
graaf ei pruugi olla tasandiline. Ehkki jooniseid kasutatakse matemaa-
tikas ainult naitlikustamise vahendina, saab isegi graafi kui ,joonist®
esitada matemaatiliselt rangelt topoloogia vahenditega. Kéesolevas
kursuses on graaf aga eelkbige kombinatoorne objekt, mille topoloo-
giline esitus ei ole tema omaduste tuletamisel méédrav. Erandiks on
ehk kursuse lopupoole késitletav tasandiliste graafide teema.

Servaga e intsidentsete tippude jérjekord ei ole graafi definitsioo-
nis oluline — hulk £(e) pole jirjestatud. Monikord on aga vaja anda
E(e) elementidele eelisjirjestus. See viib nn. suunatud graafi mois-




teni, milles hulga E elemente nimetatakse kaarteks (ehk suunatud
servadeks) ja milles intsidentsusfunktsioon £ seab kaarele e vastavus-
se hulga {u,v} asemel jirjestatud paari (u,v), s.t. £ : E — V x V.
Kaart tipust u tippu v tdhistatakse joonistel noolega varustatud joo-
nega, nii et nool osutab tipu v suunas. Tippu u nimetatakse kaare e
algtipuks ja tippu v lopptipuks.

Graafides esineva matemaatiliselt korrektseks ja samas néitlikuks
kirjapanekuks kasutatakse sageli erisiimboleid —, — ja «— intsident-
susseoste esitamiseks. Kirjutis w “w tdhendab, et e on serv tippude
u ja v vahel, s.t. £(e) = {u,v}. Kirjutised u = v ja v <& u tihis-
tavad molemad fakti, et e on tipust w tippu v suunduv kaar, s.t.
E(e) = (u,v). Kirjutis u — v tdhendab, et leidub mingi serv e, mille
korral u — v, kirjutistel © — v ja v < u on analoogiline tdhendus.

Kaks erinevat serva/kaart e; ja es voivad pohimotteliselt olla int-
sidentsed samade tippudega, s.t. £(e1) = E(e2). Valdavalt me siiski
piirdume graafidega, kus kordsed servad puuduvad, s.t. funktsiooni-
ga & méaaratud kujutus on injektiivne. Graafi, mis kordseid kaari ega
silmuseid ei sisalda, nimetatakse lihtgraafiks. Sel juhul on otstarbekas
samastada kaarte hulk F otseruudu V x V' mingi alamhulgaga, mis ei
sisalda elemente kujul (v, v). Teisisonu, E samastatakse funktsiooni
& vadrtuste hulgaga, s.t. teatava antirefleksiivse binaarse relatsiooni-
ga tippude hulgal V' (see voimaldab £(e) = {u,v} asemel kirjutada
e = {u,v}). Graafi servaks tippude u ja v vahel nimetame sel juhul
kahest kaarest koosnevat hulka {(u,v), (v,u)} (mida téhistame ikka
{u,v}). Seega on kasutusele véetud siimbolitel meie jaoks jargmine
tdhendus:

1. u 5 v tihendab, et e = (u,v) € E;

2. u v tihendab, et e = {(u,v), (v,u)} C E.

Graafi saab sel juhul defineerida kui paari G = (V| E), kus E on

mingi binaarne relatsioon hulgal V. Relatsiooni F stimmeetrilisus

(u—v = u«v) tihendab, et tegemist on suunamata graafiga.
Lihtgraafi G = (V, E) tdiendgraafiks G loetakse graaf (V, E), kus

E‘iﬁf{{u,v}|u,v€V, u#v, {u,v} € E}.

Lihtne on veenduda, et mistahes lihtgraaf langeb kokku oma tdiend-
graafi tiiendgraafiga, s.t. G = G.



Olgu G = (V, E) lihtgraaf tippude hulgaga V = {vy,...,v,}. Siis
(n x n)-maatriksit A = [a,;], kus

1, kui (vs,v5) € E,
=0, kui (vi,vj) € E

nimetatakse graafi G naabrusmaatriksiks (ehk kaaslusmaatriksiks).
Tippe v; ja v; nimetatakse naabriteks siis, kui {v;,v;} € Eehka;; =1
voi a;; = 1. Tipu v € V naabrite arvu nimetatakse tema astmeks
(ehk walentsiks ehk lokaalseks astmeks) ja téhistatakse deg(v) ( li-
hend ingliskeelsest sonast degree). Vajadusel voime me selles téhis-
tuses ka graafi voi servahulga ilmutatult esitada (juhul, kui vaatleme
mitut graafi theaegselt) ning kirjutada degq(v) voi degp(v). Graa-
fi nimetatakse regulaarseks, kui koikide tippude astmed on vordsed.
Kui kéikide tippude aste on k, siis nimetatakse graafi k-requlaarseks.

Teoreem 1.1. Suunamata lihtgraafis on paarisarv paaritu astme-
ga tippe.

Tdestus. Suunamata lihtgraafi G naabrusmaatriks A on siimmeet-
riline ja selle peadiagonaalil on nullid. Loendame maatriksis A sisal-
duvaid {ihtesid (s.t. graafi kaari, mida on tépselt |E| tiikki) kahel
erineval viisil: servade kaupa ja tippude kaupa. Igale servale v; — v;
vastab iihtede paar a;; = aj; = 1. Erinevatele servadele vastavad
erinevad iihtede paarid ja seetottu on iihtede (s.t. graafi kaarte) arv
vordne servade arvu s kahekordsega. Teisest kiiljest, igale tipule v;
vastab rida maatriksis A, kusjuures iihtede arv selles reas on vordne
tipu v; astmega deg(v;). Seega

Zdeg(v) =|E|=2"s, (1.1)

veV

millest teoreemi vaide tuleneb triviaalselt. O

1.2. Alamgraafid ja morfismid

Olgu meil kaks graafi Gy = (V1, E1) ja G = (Va, Es). Injektiivset
kujutust ¢ : V3 — Vs nimetatakse graafide monomorfismiks (ja



téahistatakse G & G-) siis, kui mistahes tipupaari u,v € V; korral
(u,v) € E1 & (p(u),p(v)) € Eo.

Kui leidub monomorfism G; — Ga, siis 6eldakse, et graaf G; on
(isomorfselt) sisestatav graafi Go. Siirjektiivset monomorfismi ¢ ni-

© o
metatakse isomorfismiks ja tdhistatakse G; = Ga. Isomorfismi G =2 G

nimetatakse graafi G automorfismiks. Kui graafide G ja G2 vahel lei-
©
dub isomorfism G = Gs, siis iitleme, et G ja G5 on isomorfsed ning

tahistame G = Gs.

Utleme, et graaf G; = (Vi, E1) on graafi Gy = (Va, E) alamgraaf
(tdhistame G1 < Ga) siis, kui Vi C V, ja By C E,. Alamgraafi Gy
nimetatakse graafi Gy indutseeritud alamgraafiks siis, kui samasusku-
jutus ¢y, : Vi — V3 C V5 on graafide G; ja G2 monomorfism, s.t.

kui Gl Lll? GQ.

1.3. Ahelad ja sidusus

Ahelaks (ehk teeks) P tipust w tipuni v graafis G = (V| E) ni-
metatakse servade jirjendit (eq,...,ex), mille korral leidub tippude
jarjend (vg,...,vx) nil, et u = vg, v = vy jaiga i € {1,...,k} jaoks
e; = {vi_1,v;}. Asjaolu, et P on ahel tipust u tipuni v t&histatakse
u % . Kirjapilti © ~» v tuleb moista kui lauset 4P : L v Kui
jérjendis (vg, ..., vx) on koik tipud erinevad (v.a. esimene ja viimane
tipp, mis voivad ka omavahel kokku langeda), siis nimetatakse ahelat
P lihtahelaks (ehk lihtteeks). Arvu k nimetatakse ahela P pikkuseks

ja téhistatakse siimboliga |P|. Ahelat kujul u L w nimetatakse kin-
niseks. Kinnist lihtahelat nimetatakse tstikliks.

Ahelat P = (ey,...,er) koos vastava tipujirjendiga (vg, ..., vx)
voime iiles kirjutada ka jargmisel viisil:

el eo es €k—1 €ep
Pivg—uv1—wv2—+ — vp_1— v,

sellest iileskirjutusest voib omakorda servade nimed &ra jéatta. Kui G
on lihtgraaf, siis voime ahelat vaadelda ka kui tippude jarjendit, sest
kordsete servade puudumise tottu méérab jirjend (vg, . .., v) itheselt
servad ey, ..., €.



Teoreem 1.2. Graaf G, mille iga tipu aste on vihemalt kaks,
sisaldab tsiklit.

Toestus. Kui G sisaldab silmuseid voi kordseid servi, siis on teo-
reemi viide triviaalselt tdidetud. Seetottu eeldame edaspidi, et G on
lihtgraaf. Oletame véitevastaselt, et G ei sisalda iihtegi tsiiklit. Olgu
vy € V mingi tipp. Vastavalt eeldusele deg(vy) > 2 leidub vihemalt
iiks tipp ve # vy nii, et v; — vo. Et ka deg(vy) > 2, siis tsiikli-
te puudumise tottu leidub vihemalt iiks tipp vz & {v1,v2}, nii et
v1 — v9 — v3. Analoogiliselt jitkates ndeme, et kui leidub lihtahel
vy — vy — ... — v pikkusega k — 1, siis deg(vx) = 2 tottu lei-
dub tipp vg41 & {v1, ..., vg } nii, et vy — vgy1, sest kui v — v; Mingi
1 < k—1 korral, siis moodustaksid tipud (v, vi11, ..., vg) tsiikli. Seega
leidub graafis G lihtahel

V] — V2 — ... — Vg — Vg1

pikkusega k. Induktsiooni abil oleks niiiid voimalik néidata, et graafis
G leidub kuitahes pikki lihtahelaid, mis on vastuolus sellega, et graafi
G tippude hulk V' on 16plik. O

Graafi G nimetatakse sidusaks, kui lause YuVv[u ~» v] on selles
graafis toene (voi nagu loogikud téhistavad G = YuVYv[u ~» v]). On
lihtne veenduda, et seos ~» on ekvivalents. Vastavaid ekvivalentsiklas-
se nimetame graafi sidusateks komponentideks.

Olgu u ja v sidusa suunamata graafi G = (V, E) kaks tippu. Kau-
guseks d(u,v) tippude u ja v vahel nimetatakse neid tippe iihendava
lithima lihtahela pikkust. On lihtne veenduda, et paar (V, d) rahuldab
meetrilise ruumi aksioome, s.t.

1) d(u,v) = 0 parajasti siis, kui u = v;
2) d(u,v) = d(v,u) mistahes tippude u,v € V korral;

3) d(u,v) +d(v,w) > d(u,w) mistahes tippude u,v,w € V korral.

1.4. Eritiitipi graafe

Nullgraaf. Graafi, milles ei ole iihtegi serva, nimetame null-
graafiks. Nullgraafi, milles on n tippu, tdhistame siimboliga O,,.
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Téisgraaf. Graafi, milles iga kahe erineva tipu vahel on iiks
serv, nimetame tdisgraafiks. Téisgraafi, milles on n tippu, tdhistame

stimboliga K,,. Graafis K,, on ilmselt @ serva.

Kahealuseline graaf. Graaf G = (V, E) on kahealuseline (ehk
bikromaatiline) siis, kui tema tippude hulk V on tiikeldatav kaheks
hulgaks V7 ja Vo (s.t. ViUV, =V ja Vi NV, = (D) nii, et iga serva
e € F jaoks on e iiks otstipp hulgas V7 ja teine hulgas V5. Hulkasid
V1 ja Vo nimetame graafi G alusteks.

Kahealuselist graafi nimetame tdielikuks kahealuseliseks graafiks
siis, kui tema kahe tipu vahel on serv parajasti siis, kui need kaks tippu
kuuluvad erinevatesse alustesse. Téielikku kahealuselist graafi, mille
iithes aluses on m tippu ja teises aluses n tippu, tdhistame siimboliga
K, . Graafis K, ,, on ilmselt m + n tippu ja mn serva. Samuti on
ilmne, et mingi graaf on kahealuseline parajasti siis, kui iga tema
sidus komponent osutub kahealuseliseks.

Analoogiliselt kahealuseliste graafidega voime defineerida ka k-
aluselised graafid, kus k € N. Graaf G = (V, E) on k-aluseline, kui
tema tippude hulk on tiikeldatav k-ks hulgaks (aluseks) Vi,..., V4
nii, et ei leidu servi, mille molemad otstipud kuuluksid samasse alu-
sesse. Tdielik k-aluseline graaf on selline k-aluseline graaf, mille kahe
tipu vahel leidub serv parajasti siis, kui need tipud kuuluvad erineva-
tesse alustesse. Téielikku k-aluselist graafi, mille alustes on vastavalt

ni,...,n; tippu, tdhistame stimboliga Ky, .. n,-

Teoreem 1.3. Graaf on kahealuseline parajasti siis, kui koigi te-
mas leiduvate tstiklite pikkused on paarisarvud.

Tdestus. Tarvilikkuse (=) niitamiseks eeldame, et Vi ja Vo on
kahealuselise graafi G alused ning C' on mingi tsiikkel selles graafis.
Tsiiklis C' esinevad tipud alusest V; vaheldumisi tippudega alusest
V3, jérelikult peab C sisaldama alustest V; ja V5 iihepalju tippe ning
C tippude koguarv on seega paarisarv.

Piisavuse (<) niitamiseks eeldame, et graafi G koik tsiiklid on
paarisarvulise pikkusega. Uldisust kitsendamata voime eeldada, et G
on sidus.

Olgu u ja v graafi G kaks tippu ning P; ja P, kaks lihtahelat tipust
u tippu v. Ahelate P; ja P, pikkustel on sama paarsus. Toepoolest,
kui ahelatel P; ja P pole teisi iihiseid tippe peale u ja v, siis:
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e kinnine ahel, mille moodustavad P; ning tagurpidi pooratud Ps,
on tsiikkel;

e selle tsiikli pikkus on vordne arvuga |Py| + | Pal;

e teoreemi eelduse kohaselt on | P;|+|Pz| paarisarv, seega peavad
|P1| ja |P| sama paarsusega olema.

Kui ahelatel P; ja P» on teisi iihiseid tippe peale u ja v, siis tGestame
oma véite | P;| ja | P2| paarsuse kohta induktsiooniga pikkuste | P | ja
| P | jirgi. Olgu w tipp, mis esineb nii ahelas P; kui ka ahelas Py. Olgu
P/ ahela P; osa tipust u tipuni w ning P;’" ahela P; osa tipust w tipuni
v. Samamoodi, olgu Pj ahela P, osa tipust u tipuni w ja P4 ahela
P, osa tipust w tipuni v. Ahelad P| ja P/’ on lihemad kui P; ning
ahelad Pj ja P4 on lithemad kui P. Induktsiooni eelduse jirgi on
siis |Pj| ja |Pj| sama paarsusega ning |P;’| ja |P4| sama paarsusega.
Seega on ka |Py| = |P{|+ | P{| ja | Pz| = | P5| + | P4 | sama paarsusega.

Ahelate P; ja P, pikkustel on sama paarsus ka siis, kui me ei noua,
et nad oleksid tingimata lihtahelad. Toepoolest, me voime ahelaist
P, ja P, eemaldada tsiikleid seni, kuni nad muutuvad lihtahelateks.
Tsiiklite eemaldamine ei muuda ahela pikkuse paarsust, kuna koik
tsiiklid on paarisarvulise pikkusega.

Olgu niitid » graafi G mingi fikseeritud tipp. Defineerime G tipu-
hulgal jargmise tiikelduse V' = V3 U Vs, kus

Vi={v|veV igau % v korral on | P| paarisarv},
Vo={v|veV, igau % v korral on |P| paaritu arv} .

Eelnev arutelu niitab, et graafi G iga tipp toepoolest kuulub iihte
neist kahest hulgast.

Olgu v,v’ € Vi. Sel juhul ei saa nende tippude vahel serva olla.
Toepoolest, oletame, et e = {v,v'} on graafi G serv. Olgu P mingi
ahel tipust u tippu v, selle ahela pikkus on muidugi paarisarv. Siis
u % v— on paarituarvulise pikkusega ahel tipust « tippu v’, mis
on vastuolus eeldusega v’ € V;. Analoogiliselt saab niidata, et kahe
hulka V5 kuuluva tipu vahel ei ole serva.

Seega on tipuhulga V' tiikeldus hulkadeks V7 ja V5 kahealuselise
graafi definitsioonis noutud omadustega. ]
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1.5. Tehted graafidega

Edaspidi on meil tihti tarvis monest olemasolevast graafist kindlal
viisil uusi graafe konstrueerida. Defineerime siinkohal méned t&his-
tused, mida meil edaspidi tarvis ldheb.

Olgu G = (V,E) mingi graaf. Kui e € E, siis G — e tihistab
graafi tipuhulgaga V ja servahulgaga E\{e}. Analoogiliselt, kui e on
mingi suurus, mille korral on defineeritud £(e), mis on hulga V ka-
heelemendiline alamhulk, siis G + e tahistab graafi tipuhulgaga V ja
servahulgaga E'U {e}.

Kui v € V, siis G\v tihistab graafi G, millest on eemaldatud tipp
v ning koik selle tipuga intsidentsed servad. Teisisonu, G\v = (V', E’),
kus V! = V\{v} ja E' = {e | e € E,v € E(e)}. Kui U C V,
kus hulga U elementideks on vy,...,v,, siis G\U tihistab graafi
(- ((G\v1)\v2) - - - )\vp. Teisisonu, graaf G\U on G indutseeritud
alamgraaf tipuhulgaga V\U.

Ulesanded

Ulesanne 1. Selgita, kas jirgmistes paarides esitatud graafid on iso-
morfsed? Miks?

N X N>
AR e e
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Ulesanne 2. Graafi G kdigi automorfismide hulka tihistame Aut(G).
Leia |Aut(G)|, kui graaf G on

1.

K,
4. O,
. P, (n-tipuline lihtahel)
. Cp

(n-tipuline tsiikkel)

8. Pet (Peterseni graaf, see on graaf 8 iilesandest 1).

Ulesanne 3. Téesta, et Aut(G) on rithm teisenduste kompositsiooni
suhtes. Leia graaf, mille automorfismirithm on isomorfne jasgiklassi-
ringi Z,, aditiivse rithmaga.

Ulesanne 4. Joonista graafe, mis on isomorfsed oma tiiendgraafiga
ja omavad 4 (5, 8) tippu. Todesta, et kui graaf on isomorfne oma
tdiendgraafiga, siis jagub ta tippude arv neljaga voi annab neljaga
jagades jasgi 1.

Ulesanne 5. Tdesta, et Aut(G) = Aut(G).



Ulesanne 6. Tdesta, et kui |V (G)| > 1, siis leidub lihtgraafis G' kaks
vordse astmega tippu.

Ulesanne 7. Tdesta, et mittesidusa graafi tdiendgraaf on sidus.

Ulesanne 8. Olgu V' C V(G). Téesta, et hulga V' poolt graafis G
indutseeritud alamgraafi tiiendgraaf vordub graafis G' hulga V' poolt
indutseeritud alamgraafiga.

Ulesanne 9. Graafi G servgraafiks L(G) loeme graafi tipuhulgaga
V(L(G)) = E(G)
ja servahulgaga

E(L(G)) = {(e1, €2) |
Ju,v,w € V(G), v #w, e1 = (u,v), ea = (u, w)}.

Toesta, et L(K5) = Pet.

Ulesanne 10. Tipu v ekstsentrilisuseks nimetatakse suurust

e(v) = d(u,v).
(v) s (u,v)

Graafi raadius r(G) ja diameeter d(G) defineeritakse kui

G)= mi ja d(G) = .
r(G) vemvl(%)e(v) ja d(G) vglv%)e(v)

Tippu v nimetatakse graafi G tsentriks, kui e(v) = r(G). Tdesta, et
suvalise graafi G korral

d(G) <2-r(G).
Ulesanne 11. Kas voib juhtuda, et r(G) = d(G)? Kui jah, siis mil-
liseid va#rtusi voib see suurus omandada?

Ulesanne 12. Joonista graaf, millel on tépselt 3 tsentrit, kuid roh-
kem kui 3 tippu. Milliste n vidrtuste korral leidub sidus graaf, millel
on tapselt n tsentrit?

Ulesanne 13. Mistahes naturaalarvu k > 1 jaoks defineeritakse paa-
ritu graaf Oddy jirgmiselt. Olgu S mingi (2k — 1)-elemendiline hulk.
Graafi Oddy, tipuhulk on

V(0ddy) = Pr-1(5),
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kus P, (X) tdhistab hulga X koigi n-elemendiliste alamhulkade hulka,
ja servahulk

E(0ddy) = {(4, B)| A, B € V(0dd), AN B = Q)}.

Toesta, et Odds = Pet.

Ulesanne 14. Olgu graafid G ja H antud vastavate tipu- ja serva-
hulkadega:

V(G) =P({z,y,z}); E(G)={(A,B)|AC B, A+ B};
V(H)={d|deN, d|30}; E(H)={(a,b)|a|b, ab}.

Toesta, et G = H.

Ulesanne 15. Kolmnurgaks graafis G nimetame sellist kolmeelemen-
dilist hulka A = {u,v,w} C V(Q), et (u,v), (v,w), (u,w) € E(G).
Graafi G kolmnurkade graafiks T(G) nimetame graafi tipuhulgaga

V(T(G)) = {A| A on graafi G kolmnurk}
ja servahulgaga
E(T(G)) = {(A1,A2) | [A1 N Ag| =2}
Toesta, et
1. T(Ky) & Ky,
2. T(K5) % Pet.
Ulesanne 16. Defineerime graafid G,, tipuhulgaga
V(G,) ={1,2,...,n}
ja servahulgaga
E(G,) ={(a,b)|a #b, gcd(a,b) = 1}.
1. Selgita, kas graafid G,, on sidusad.

2. Toesta, et m < n jaoks on graaf G,, graafi G,, indutseeritud
alamgraaf.

Ulesanne 17. Toesta, et graaf Q3 (see on graaf 7 iilesandest 2) on
iseenda taiendgraafi alamgraaf.
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2. Euleri graafid

Sidusat suunamata graafi nimetetakse Euleri graafiks siis, kui sel-
les graafis leidub kinnine ahel, mis sisaldab iga serva parajasti iiks
kord. Vastavat ahelat nimetatakse Fuleri ahelaks. Mitte-Euleri graafi
nimetatakse pool-FEuleri graafiks siis, kui selles graafis leidub ahel, mis
sisaldab iga serva parajasti iiks kord.

Teoreem 2.1 (Euler, 1736). Sidus graaf G on Euleri graaf pa-
rajasti siis, kui koigil tema tippudel on paarisarvuline aste.

Td&estus. Tarvilikkuse (=) niitamiseks eeldame, et P on graafi
G mingi Euleri ahel. Vaatame graafi G mingit tippu v. Esinegu ta
n korda ahelas P (seejuures loeme ahela alguseks ja 16puks olemise
kokku iiheks esinemiseks). Tipu v iga esinemise juures peab ahel P
tippu v sisenema ja sealt jéille vdljuma; tippu saab siseneda ja sealt
viljuda mone temaga intsidentse serva kaudu. Seega esineb ahelas
P tipuga v intsidentseid servi 2n korral. Ahelas P esinevad graafi G
koik servad tépselt iiks kord, seega esinevad seal ka koik tipuga v
intsidentsed servad tépselt iiks kord. Seetottu deg(v) = 2n.

Piisavuse (<) néitamiseks eeldame, et G on sidus graaf, mille
koigi tippude astmed on paarisarvud. Toestus ké&ib induktsiooniga
graafi G servade arvu jérgi.

Induktsiooni baasina vaatleme juhtu |E(G)| = 0, mil tiihi ahel
(s.t. ahel, mis ei sisalda iihtegi serva) on graafi G Euleri ahelaks.

Induktsiooni sammu korral on |E(G)| > 0. Sel juhul on graafi G
koigi tippude aste suurem kui 0, sest muidu ei oleks G sidus. Vasta-
valt eeldusele on G iga tipu aste seega vihemalt 2 ning teoreemi 1.2
kohaselt leidub graafis G mingi tsiikkel C'. Kui C sisaldab graafi G
koiki servi, siis on teoreem toestatud.

Vastasel korral moodustame graafist G uue graafi G’, kustutades
graafis G koik tsiiklisse C' kuuluvad servad. Graafis G’ on vihem servi
kui graafis G ning ka graafi G’ koigi tippude astmed on paarisarvuli-
sed. Toepoolest, kustutades koik mingisse tsiiklisse kuuluvad servad,
vihendasime me iga tipu astet kas nulli voi kahe vorra. Me ei saa
induktsiooni eeldust siiski otse graafi G’ jaoks kasutada, kuna ta ei
pruugi olla sidus. Kiill aga voime me seda kasutada graafi G’ iga si-
dusa komponendi jaoks — vastavalt induktsiooni eeldusele on graafi
G’ igal sidusal komponendil Euleri ahel.
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Graafi G Euleri ahela konstrueerime niiiid litkudes moéoda tsiikli
C servi, kuni jouame mone sellise tipuni v, mille aste graafis G’ ei ole
null, ning mis kuulub graafi G’ sellisesse sidusasse komponenti, mida
me veel graafi G Euleri ahelat konstrueerides ldbinud ei ole. Jérgmise
sammuna libime me graafi G’ tippu v sisaldava Euleri ahela ja jouame
pérast selle labimist tippu v tagasi. Seejérel jatkame tsiikli C' servade
labimist poolelijiinud kohast, kuni jouame graafi G’ jirgmise veel
tootlemata sidusa komponendini. Protsess 1opeb siis, kui oleme tsiikli
C tervenisti ldbinud. O

Jareldus 2.2. Sidus graaf G on Fuleri graaf parajasti siis, kui
tema servade hulk E esitub paarikaupa lotkumatute tsiiklite ihendina.

Toestus. Jareldub otseselt teoreemi 2.1 toestusest. Toepoolest, sel-
le teoreemi toestuses me tiikeldasime graafi G servade hulga (paari-
kaupa loikumatuteks) tsiikliteks. O

Jareldus 2.3. Sidus graaf G on pool-Fuleri graaf parajasti siis,
kui selles graafis on tdpselt kaks sellist tippu, mille aste on paaritu-
arvuline.

Tdestus. Tarvilikkuse (=) néitamiseks eeldame, et G on pool-
Euleri graaf ning P ahel, mis 1dbib selle graafi iga serva tépselt iiks
kord. Olgu u ja v vastavalt ahela P alg- ja lopptipp ning G’ graaf,
mis on saadud graafile G téiendava serva e = {u, v} lisamisel. Ahel
u v uon graafi G’ Euleri ahel, seega on graafis G’ koigi tippude
aste paarisarv. Graafis G on tippude u ja v aste paaritu arv (ithe
vorra viiksem kui graafis G') ning iilejddnud tippude aste paarisarv
(sama palju kui graafis G’).

Piisavuse (<) niitamiseks eeldame, et G on graaf, milles tépselt
kahe tipu aste on paaritu arv. Olgu need tipud v ja v ning G’ graaf,
mis on saadud graafile G tédiendava serva e = {u, v} lisamisel. Graafi
G’ koik tipud on niiiid paarisarvulise astmega ja seega on G’ Euleri
graaf. Olgu C graafi G’ Euleri ahel. Kui me eemaldame ahelast C
serva e, siis saame me ahela, mis ldbib graafi G koiki servi tépselt
ithel korral. Seega G on pool-Euleri graaf. |
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Algoritm 2.1 annab iihe lihtsa viisi Euleri graafis Euleri ahela
leidmiseks. Algoritmi kirjelduses leiduv moiste sild on meil varem de-
fineerimata: sidusa graafi G = (V, E) serva e € E nimetatakse sillaks,
kui selle serva eemaldamisel graafist G muutub graaf mittesidusaks.

Olgu G = (V, E) Euleri graaf. Konstrueeri ahel jirgmisel viisil.
Alusta graafi G mingist (suvalisest) tipust w ning liigu sammhaaval
mooda graafi servi.

1. Olles teinud sammu mo&dda serva e € E, kustuta see serv ser-
vade hulgast F; kui serva e algtipu aste muutus selle kustuta-
misega nulliks, siis kustuta ka see tipp hulgast V.

2. Jiargmise sammu jaoks serva valides kasuta graafi (V, E) silda
ainult muude véimaluste puudumisel.

Jatka, kuni hulgast E on koik servad kustutatud.

Algoritm 2.1. Fleury’ algoritm

Teoreem 2.4. Algoritm 2.1 leiab Euleri ahela graafis G = (V, E).

Toestus. Niitame koigepealt, et kirjeldatud viisil toepoolest jou-
takse seisuni, kus koik servad on hulgast E kustutatud, s.t. ei teki
olukorda, kus hulk E ei ole veel tiihi, aga ei ole enam iihtegi serva,
et véaljuda tipust v, kuhu me algoritmi jérgides parasjagu joudnud
oleme. Olgu H graaf, mis graafist G veel jirel on. Me néitame, et
graaf H on sidus ning w (tipp, kust me graafi 1dbimist alustasime)
on graafi H tipp. Peale selle niitame, et kui v = u, siis on graafi H
koigil tippudel paarisarvuline aste, kui aga v # u, siis on tippudel u ja
v paarituarvuline, graafi H koigil teistel tippudel aga paarisarvuline
aste.

On ilmne, et see olukord kehtib algoritmi téditma asudes (siis v = u
ja H = G). Oletame niiiid, et selline olukord kehtib enne mingi sam-
mu tegemist ning nditame, et ta kehtib ka pérast jarjekordset sammu.
Viibigu me tipus v ning olgu veel allesolev graafi osa H. Meil on vaja
leida tipu v naabertipp v’ graafis H nii, et parast v ja v’ vahelise ser-
va kustutamist tekkivas graafis H' siiliks kirjeldatud olukord. Ilmne
on, et iikskoik, kuidas me ka tippu v’ ei valiks, rahuldab graaf H'
olukorra seda osa, mis rasgib tippude astmete paarsusest.
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Meil tuleb veel niidata, et graaf H' on sidus. Vaatame koigepealt
juhtu v # w. Piisab, kui me néitame, et graafis H leidub iilimalt tiks
sild, mis on intsidentne tipuga v. Toepoolest, kui jargmisel sammul
ei kasutata silda, siis on graaf H' sidus. Kui tipuga v on intsident-
ne ainult iiks sild ning seda silda kasutatakse jargmisel sammul, siis
oli see sild ainus tipuga v intsidentne serv graafis H ning jargmisel
sammul kustutatakse lisaks sellele servale ka tipp v ise (tegelikult po-
lekski tipu kustutamine algoritmis 2.1 vajalik, kuid see teeb kéesoleva
toestuse lihtsamaks).

Oletame véitevastaselt, et graafis H on tipuga v intsidentne enam
kui iiks sild. Sel juhul leidub selline tipp w, et graafi H serv e = {v, w}
on sild, ning graafi H — e sidus komponent K, mis sisaldab tippu w,
ei sisalda tippu u (vaata joonist 2.1). Tipu w aste graafis H on paaris,
seega on ta aste graafis K paaritu. Teoreemi 1.1 jérgi leidub graafis
K veel mingi tipp x, mille aste on paaritu. Aga siis on tipu x aste
ka graafis H paaritu ning x # u ja x # v. Saime vastuolu graafis H
kehtiva olukorraga.

Joonis 2.1. Tipuga v intsidentsed sillad graafis H.

Kui v = u ja u ei ole graafi ainus tipp, siis leiame me samasuguse
arutelu tulemusena, et u pole intsidentne iithegi sillaga. Seega on ka sel
juhul graaf H' sidus. Samuti jéib tipp u pérast sammu kustutamata,
sest temaga on pérast sammu intsidentsed paaritu arv (s.t. rohkem
kui null) serva. O
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Ulesanded

Ulesanne 18. Selgita, millised jirgmistest graafidest ja millistel tin-
gimustel on Euleri voi pool-Euleri graafid.

1. Ky;
2. Oy;
Ch;
Pr;

- W

ot

Q@ (n-modtmelise ithikkuubi karkass);

© »®» 3N @

Grotzschi graaf

Ulesanne 19. Vaatleme malendite hulka
M = {Kuningas, Lipp, Vanker, Oda, Ratsu}.

Malendi X € M graafiks n xn malelaual nimetame graafi G%", mille
tippude hulgaks on n x n ruudustiku ruutude hulk ja serv kahe tipu
vahele on tommatud parajasti siis, kui malendi X iihe kidiguga saab
iihele tipule vastavalt ruudult liikuda teisele tipule vastavale ruudule.
Millise malendi X ja millise arvu n véértuse korral on graaf G'*"
Euleri graaf?
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Ulesanne 20. Toesta, et Euleri graafi servgraaf (vt. iilesanne 9) on
samuti Euleri graaf.

Ulesanne 21. Leia, millist tarvilikku ja piisavat tingimust peavad ra-
huldama graafi G tippude astmed selleks, et L(G) oleks Euleri graaf.

Ulesanne 22. Olgu G Euleri graaf ja vy, v, v3 € V ning e, €9, e3 € E
sellised, et E(ey) = E(e2) = {v1,v2} ja E(e3) = {va,v3} (loeme, et
v] # vy # vg £ V1 ja ey £ eg # eg # ep). Niita, et graafis G leidub
selline Euleri ahel, kus servale e; jargneb vahetult es.

Ulesanne 23. Toesta, et ringiratast on voimalik paigutada 2% arvu,
igaiiks neist kas 0 voi 1, nii et iga bitijada € {0,1}* esineks ringi
kellaosuti liikumise suunas ldbides téapselt iihel korral.

0 00 1

0 1
) 1y 1

Ulesanne 24. Toesta, et igas sidusas graafis on voimalik leida kin-
nine ahel; mis 14bib iga serva vihemalt iiks ja mitte rohkem kui kaks
korda.

Ulesanne 25. Leia jirgmises graafis minimaalse pikkusega kinnine
ahel, mis lidbib selle graafi iga serva vihemalt iiks kord (Arvud ser-
vadel téhistavad nende pikkusi).
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3. Hamiltoni graafid

Sidusat suunamata graafi nimetatakse Hamiltoni graafiks siis, kui
selles graafis leidub koiki tippe 14biv tsiikkel (nn. Hamiltoni tsikkel).
Mitte-Hamiltoni graafi nimetatakse pool-Hamiltoni graafiks siis, kui
selles graafis leidub koiki tippe ldbiv lihtahel (nn. Hamiltoni ahel).

3.1. Ore teoreem

Lemma 3.1. Kui U jo W on arvuhulga M = {1,...,n — 2} kaks
sellist alamhulka, et 1 € U, n—2 € W ja |U| + |W| = n > 4, siis
letdubi <n—2, nitetieW jai+1eU.

Toestus. Olgn W+ ' {i +1 | i € W\{n — 2}}. Oletame viite-
vastaselt, et teoreemi eeldused on tédidetud, kuid viide mitte, s.t. kui
i€ W, siisi+1 ¢ U. See aga tihendab, et UNW™T = () ja jérelikult
kehtib valem

[UUW™T| = U+ |WT|.
Uhelt poolt U UW™* C M ja seega |[U UW™| < n — 2. Teiselt poolt
aga kujutuse T: i +— i + 1 injektiivsuse tottu [W| = |W| — 1 ning

U+ W =U+W|-1>n-1,

mis viib vastuolule. Lemma on toestatud. O

Teoreem 3.2 (Ore, 1960). Kui G = (V,E) on n > 3 tipuga
liktgraaf, kus suvalise paari {u,w} & E korral kehtib seos

deg(u) + deg(w) = n, (3.1)

siis graafis G leidub Hamilton: tstikkel.

Toestus. Oletame viitevastaselt, et leiduvad n-tipulised mitte-
Hamiltoni graafid, milles (3.1) on tdene iga {u,w} ¢ E jaoks. Olgu
koikide selliste n-tipuliste graafide klass G,,. Méargime esmalt, et kui
n = 3, siis ainus tingimust (3.1) rahuldav graaf on tiisgraaf K3, milles
loomulikult leidub ka Hamiltoni tsiikkel. Olgu n > 4 ja G = (V, E)
selline graaf klassist G,,, kus on maksimaalselt palju servi, s.t. iikskoik
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millise serva edasine lisamine muudab graafi Hamiltoni graafiks, sest
tingimus (3.1) jd4b servade lisamisel alati kehtima. Lisamegi graafile
G iihe serva e juurde ja oletame, et selle tegevuse tulemusena tekib
Hamiltoni tsiikkel:

[
U=Vg—V] — Vg — ... — Up_9—VUp_1=W—U.

Seega peab juba esialgses graafis G leiduma Hamiltoni ahel, mis algab
tipust w ja 1opeb tipus w, kusjuures {u,w} ¢ E. Tipupaari {u,w}
jaoks kehtib vorratus (3.1). Olgu U = {i | 1 < i < n—2, {u,v;} € E}
jaW ={j|1<j<n-1, {v;,w} € E}. Onselge, et U ja W on hulga
M = {1,...,n — 2} alamhulgad ning |U| = deg(u) ja |W| = deg(w).
Vastavalt vorratusele (3.1) saame, et |U| + |W]| > n. Seega kehtivad
lemma 3.1 eeldused ja lemmast tulenevalt leidub ¢ nii, et ¢ € W ja
i+1 € U, s.t. leidub tipp v; nii, et {v;, w} € E ja{u,v;41} € E (vaata
joonist 3.1). Siit aga jdreldub, et graafis G peab leiduma Hamiltoni
tsiikkel

U—Vjg] — oo. — Up—g — W —Vj — Vil — .. — VU] — U,

mis on aga vastuolus eeldusega. O

Joonis 3.1. Hamiltoni ahel = Hamiltoni tsiikkel.

Ore teoreemi toestades oleme me muuhulgas tegelikult andnud
toestuse ka jargmisele tulemusele:

Lause 3.3. Kui G = (V, E) on lihtgraaf ning u,w € V on sel-
lised, et {u,w} ¢ E ja deg(u) + deg(w) > |V, siis leidub graafis
G Hamiltoni tsiikkel parajasti sel juhul, kui graafis G’ = G + {u,w}
leidub Hamiltoni tsikkel.
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Tdestus. Tarvilikkus (=) on ilmne, sest kui G on Hamiltoni graaf,
siis ka G’ on Hamiltoni graaf — servi juurde lisades ei saa Hamiltoni
tsiikkel dra kaduda.

Piisavuse (<) nilitamiseks eeldame, et C' on mingi Hamiltoni tsiik-
kel graafis G’. Kui ta ei sisalda serva {u,w}, siis on ta ka Hamiltoni
tsiikkel graafis G. Kui ta aga sisaldab serva {u, w}, siis on meil (ana-
loogiliselt Ore teoreemi toestusega) graafis G Hamiltoni ahel tipust u
tippu w. Jillegi onnestub meil leida selles ahelas kaks naabertippu v;
ja vi+1 (me loeme, et indeksid kasvavad tipu w poole minnes) nii, et
{u,v;y1} € F ja {v;,w} € E (vaata joonist 3.1). See annabki meile
Hamiltoni tsiikli graafis G. O

3.2. Ore sulund

Olgu G = (V, E) mingi n-tipuline lihtgraaf. Graafi G dilemgraafiks
nimetatakse suvalist graafi (V, E;), nii et E C E;. Tipu v astmeks
iilemgraafis (V, E1) nimetatakse naturaalarvu

degp, (v) = [{w | {v,w} € E1}.

On lihtne veenduda, et tipu aste iillemgraafis on vihemalt niisama
suur kui graafis endas, s.t. kui £ C FEj, siis mistahes tipu v € V
korral degp(v) < degg, (v).

Olgu {G,},cr mingi graafide pere, kusjuures G, = (V, E,). Pere
{G,}.er loikeks nimetatakse graafi

(N G.=(V,()E.).
el el

Graafi G = (V, E) nimetatakse Ore-kinniseks siis, kui selle mistahes
tipupaari u # v korral osutub teseks implikatsioon

degp(u) +degg(v) = V| = {u,v} € E. (3.2)

Lemma 3.4. Kui {G,},c; on Ore-kinniste graafide mittetiihi pe-
re, siis selle pere loige G on samuti Ore-kinnine.

T8estus. Olgu G, = (V,E,), G = (V,E) ning u,v € V mingi
erinevate tippude paar, mille puhul

degp(u) +degp(v) = n = [V|].
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Et iga « € I korral E C E,, siis jarelikult iga ¢ € I korral
degp, (u) +degp (v) > degp(u) + degp(v) = n,

millest graafide G, Ore-kinnisuse tottu jireldub Ve : {u,v} € E,, ehk
{u,v} € E. Jarelikult on G ise ka Ore-kinnine. O

Graafi G Ore sulundiks O(G) nimetatakse graafi G koikide Ore-
kinniste tilemgraafide 1oiget. Selle méaratluse korrektsus tuleneb fak-
tist, et n-tipulisel graafil G leidub alati vihemalt iiks Ore-kinnine
iilemgraaf, milleks on téisgraaf K.

Olgu G = (V, E) lihtgraaf, kusjuures |V| = n.

1. Leia u,v € V nii, et {u,v} € E ja deg(u) + deg(v) > n. Kui
selliseid tippe u ja v ei leidu, siis viljasta graaf G ja 16peta t66.

2. Lisa hulka E uus serv {u,v} ja mine punkti 1.

Algoritm 3.1. Ore sulundi leidmise algoritm

Algoritm 3.1 leiab, nagu selgub, graafi G = (V, E) Ore sulundi.
Uurime seda algoritmi ldhemalt. Nagu me n#eme, on algoritm 3.1
mittedeterministlik — esimesel sammul voib ta valida iikskoik milli-
se tipupaari, mis teatavat tingimust rahuldab. Graafi Ore sulund on
seevastu itheselt médratud. Naitamegi koigepealt, et algoritmi 3.1 t66
tulemus (graaf, mille ta 16puks viljastab) ei soltu tema mittedeter-
ministlikest valikutest.

Lemma 3.5. Algoritmi 3.1 viljund ei soltu tippude u, v valikust
tema esimeses punktis.

Tdestus. Oletame véitevastaselt, et leidub selline graaf G = (V, E),
mida algoritmi 3.1 sisendiks andes voime viljundiks saada mitu eri-
nevat graafi. Olgu G; = (V, Ey) ja Go = (V, E5) kaks erinevat voima-
likku véljundit, s.t. By # Es.

Olgu {uy,v1}, {ug,v2}, ..., {ug, vy} servad, mis algoritm lisab (see-
juures lisamine toimub toodud jirjekorras) graafile G, saamaks graafi
G1. Samuti, olgu {uf, v}, ..., {u], v]} servad, mis algoritm lisab graa-

file G, saamaks graafi Go. Uldisust kitsendamata voime eeldada, et
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E1\E3 # () (vastasel juhul vahetame #ra graafid Gy ja Gz). Sel juhul

leidub servade {uy,v1},..., {ug, v} seas moni, mis pole iikski serva-
dest {uf,vi},...,{u},vj}. Olgu ¢ € {1,...,k} vihim selline indeks,
et {u;,v;} pole iikski servadest {uf,vi}, ..., {uj, v/}

Graaf G/ = (V,El), kus B/ = F @] {{Ul,’Ul}, N .,{ui_l,vi_l}},
on siis graafi G5 alamgraaf, sest koik tema servad leiduvad ka graafis
G2. Algoritmist 3.1 saame deg gy (u;) + degp (v;) = |V, sest see algo-
ritm lisas graafile G serva {u;,v;}. Ulemgraafiks olemise tottu siis
ka degp, (u;) 4 degp, (v;) > |V|. Peale selle on tipud u; ja v; graafis
G4 servaga ithendamata, sest iikski lisatud servadest (tegemaks graa-
fist G graafi G3) pole {u;, v;}. Seega pole algoritm 3.1, olles joudnud
graafini G, oma t66d veel l6petanud — punktis 1 on tal veel voima-
lik valida tipupaar (mille moodustavad u; ja v;), mis rahuldab antud
tingimusi. t

Osutub et algoritm 3.1 on monotoonne jargmise lemma mottes.

Lemma 3.6. Kui Gy = (V,E1) ja Go = (V, Es) on kaks sellist
lihtgraafi, et E1 C Ey, ning G} = (V, E{) ja G = (V, E}) algorit-
mi 3.1 viljundid, mis vastavad sisenditele Gy ja G, siis E{ C Fj.

Tdestus. Olgu {uy,v1}, {ug,va}, ..., {ug, vi} servad, mis algoritm
lisab (seejuures lisamine toimub toodud jirjekorras) graafile Gy, saa-
maks graafi G). Oletame viitevastaselt, et moni neist servadest ei
esine graafis G. Olgu i € {1,...,k} vihim indeks, nii et serv {u;, v;}
ei esine graafis GY.

Tahistame £’ = E; U {{u1, U1k, {uiog, vi,l}} ning vaatleme
graafi G’ = (V, E’). Siis G’ on graafi G}, alamgraaf. Jillegi osutub tde-
seks deg g (u;)+degp (v;) > |V, seega ka deg g, (u;)+deg g, (vi) = [V,
kuid samal ajal {u;,v;} € F}. Seega pole algoritm 3.1, joudnuna graa-
fini G2, veel oma t66d 16petanud. O

Lause 3.7. Algoritm 3.1 leiab graafi Ore sulundi.

Tdestus. Olgu G = (V, E) mingi lihtgraaf ja G’ = (V, E’) algorit-
mi 3.1 véljund sisendi G korral. Algoritmi punktist 1 jéreldub, et koigi
u,v € V jaoks, kus degp, (u) + degg (v) > |V, kehtib {u,v} € F,
seega on G’ Ore-kinnine.
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Samuti tuleneb algoritmi punktist 1, et kui algoritmi sisendiks on
mingi Ore-kinnine graaf, siis 16petab algoritm kohe t66 ning viljastab
sellesama graafi. Muuhulgas, kui algoritmi sisendiks on O(G), siis ka
tema véljundiks on O(G).

Et O(G) on G iilemgraaf, siis vastavalt lemmale 3.6 peab O(G)
olema ka G’ iilemgraaf. Samas on O(G) graafi G vihim Ore-kinnine
iillemgraaf (jareldub otseselt Ore sulundi definitsioonist). Graafi G’
Ore-kinnisus annabki meile niiiid, et G’ = O(G). O

Algoritmi 3.1 t6ime me sisse selleks, et toestada jargmine tulemus.

Lause 3.8. Graaf osutub Hamiltoni graafiks parajasti siis, kui
tema Ore sulund on Hamiltoni graaf.

T8estus. Olgu G = (V,E) lihtgraaf ning {uy,v1},..., {ug, vi}
need servad, mis Ore sulundi leidmise algoritm lisab (antud jérje-
korras) graafile G. Defineerime graafid Gy, ..., G jirgmiselt:

GO dZEf G7

def

G; = Gi—1 +{ui, v} .

Vastavalt Ore sulundi leidmise algoritmi konstruktsioonile ning lau-
sele 3.3 on G;_1 Hamiltoni graaf parajasti siis, kui G; on Hamiltoni
graaf. Samas aga Gp = G ja Gj, = O(G). O

Jdreldus 3.9. Kui n-tipulise graafi G Ore sulund O(G) on K,,
stis G on Hamiltoni graaf.

Toestus jéareldub sellest, et K,, on Hamiltoni graaf. O

Teoreem 3.10. Igas n-tipulises mitte-Hamiltoni graafis leidub
mingi k < n/2 korral k tippu v astmega deg(v) < k jan —k tippu w
astmega deg(w) < n — k.

Tdestus. Olgu G = (V, E) mingi n-tipuline mitte-Hamiltoni graaf.
Vastavalt jireldusele 3.9 teame, et O(G) = (V, E') # K, s.t. leiduvad
tipud u, w € V nii, et {u,w} ¢ E’. Valime tipud v ja w nii, et summa
degp/ (u) + degp, (w) oleks maksimaalne. Sealjuures muidugi

degp (u) + degp (w) <n—1, (3.3)
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sest muidu oleks Ore sulundi definitsiooni kohaselt {u, w} € E’. De-
fineerime niiiid kaks hulka:

UL o #u, (o u} g B}, WS v £w, {w, w ¢ E'}.

Et summa (3.3) on u ja w valiku kohaselt maksimaalne, siis jérelikult
mistahes v’ € U ja w’ € W korral kehtivad vorratused

degE/ (w/) < degE/ (U), degE/ (Ul) < degE/ ('U)) (34)
Hulkade U ja W voimsused avalduvad jérgmiselt:

Ul = VI = Hu} = v | (w,0) € B} =n—1—degp (u)

(3.5)

W=V Hw} - {v](w,v) € E'} =n—1-degg (w).
Uldisust kitsendamata voib eeldada, et degp (u) <
e degp (u). Vorratusest (3.3) tuleneb, et 2k <
k < n/2. Jdllegi vorratusest (3.3) saame, et

deg g (w). Olgu

n — 1 ja seega

|W| =n—1-— degE/(w) 2 degE/(u) = k',
s.t. hulgas W on vihemalt k tippu. Vorratustest (3.4) jireldub, et
degp(w') < degp (w') < degpi (u) =k

mistahes tipu w’ € W korral. Seega oleme toepoolest leidnud (vihe-
malt) k tippu, mille astmed ei tileta arvu k. Jddb veel iile nédidata,
et leidub n — k tippu astmetega alla n — k. Vordustest (3.5) tuleneb
otseselt, et |U| =n — k — 1 ja samuti

degp(u') < degp (uv') < degp (w) < n—1—degp (u) =n—1—k < n—k

iga tipu v’ € U korral. Seega on meil 6nnestunud leida n—k—1 tippu,
mille aste on viiksem kui n — k. Teoreemi 16plikuks toestamiseks
tuleks veel kusagilt leida iiks tipp véljaspool hulka U, mille aste on
véiksem kui n — k. Lihtne on aga veenduda, et selleks tipuks sobib u
ise. Toepoolest,

degp(u) < degp (u) < degp/(w) <n —k,

millega teoreemi véide on téielikult toestatud. O
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Ulesanded

Ulesanne 26. Selgita, millised iilesandes 18 toodud graafidest ja
millistel tingimustel on

1. Hamiltoni graafid;
2. Pool-Hamiltoni graafid.

Ulesanne 27. Tdesta, et kui n > 3, siis Q,, on Hamiltoni graaf.
Ulesanne 28. Téesta, et kui G on paaritu arvu tippudega kahealu-
seline graaf, siis G pole Hamiltoni graaf.

Ulesanne 29. Selgita, millise malendi X ja millise arvu n viirtuse
korral on graaf G'Y*" Hamiltoni graaf?

Ulesanne 30. Niita, et kui graafis G = (V, E) leidub selline tipuhulk
V' C V, et graafil G\V’ on rohkem sidusaid komponente kui hulgas
V' elemente, siis pole G Hamiltoni graaf.

Ulesanne 31. Turniir on suunatud graaf, kus iga kahe tipu vahel on
tépselt iiks kaar (mingit pidi orienteeritud). Néita, et igas turniiris
leidub suunatud Hamiltoni ahel.

Ulesanne 32. Téesta, et Euleri graafi servgraaf on Hamiltoni graaf.

Ulesanne 33. Toesta, et Hamiltoni graafi servgraaf on samuti Ha-
miltoni graaf.

Ulesanne 34. Graafi nimetame Hamiltoni-sidusaks, kui tema iga
kahe tipu jaoks leidub Hamiltoni ahel, mille otstippudeks need tipud
osutuvad. Kas graaf Q3 on Hamiltoni-sidus?

Ulesanne 35.
1. Leia graafis Kg neli iihiste servadeta Hamiltoni tsiiklit.

2. Toesta, et graafis Ko41 el saa leiduda iile k iihiste servadeta
Hamiltoni tsiikli.

3. Toesta, et graafis Kopy1 leidub tépselt k iihiste servadeta Ha-
miltoni tsiiklit.
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4. Puud

Mets on lihtgraaf, milles puuduvad tsiiklid. Puu on sidus mets.
See on koigest iiks viis puid defineerida, jirgmine teoreem annab mitu
alternatiivset versiooni.

Teoreem 4.1. Olgu T lihtgraaf, millel on n tippu. Jdrgmised vdi-
ted on koik tiksteisega samavddrsed.

(i) T on puu (s.t. sidus ja tsikliteta).
(i) T on tsikliteta graaf, millel on n — 1 serva.
(iii) T on sidus graaf, millel on n — 1 serva.
(iv) T on sidus ning iga tema serv on sild.
(v) T suvalise kahe tipu vahel on tdpselt iiks lihtahel.

(vi) T on tsiikliteta, aga mistahes uue serva lisamisel tekib tsiikkel.

Tdestus. (i)=-(ii). Kerge on veenduda, et igas n-tipulises puus on
tédpselt n — 1 serva. TGepoolest, kui n = 1, on asi selge. Oletame,
et esitatud viide kehtib n — 1 korral (s.t. igas (n — 1)-tipulises puus
on n — 2 serva) ja T = (V,E) on mingi n-tipuline puu. Vastavalt
teoreemile 1.2 leidub graafis T' vihemalt iiks tipp v astmega 1 (nul-
lise astmega tippe ei leidu sidususe tottu). Olgu w € V selline tipp,
et {v,w} € E. Indutseeritud (n — 1)-tipuline alamgraaf 7" tippude
hulgaga V\{v} on samuti sidus ja tsiikliteta, s.t. puu, milles tehtud
oletuse kohaselt on n — 2 serva. Jérelikult on graafis T" servi tépselt
n— 1.

(ii)=-(iii). Graafi T koik sidusad komponendid on tsiikliteta, s.t.
nad on puud. Vastavalt jareldusele (i)=-(ii) on neis kdigis servi iithe
vorra vihem kui tippe. Seega on graafis T' servi tippudest vihem
sidusate komponentide arvu vorra. Vastavalt eeldusele on servi iihe
vorra vihem kui tippe, seega on sidusate komponentide arv 1.

(iii)=(iv). Sarnaselt toestuse (i)=-(ii) arutlusele saame néidata,
et igas sidusas n-tipulises graafis on vihemalt n — 1 serva. Kui meil
on niiiid antud sidus graaf T', millel on n tippu ja n — 1 serva, siis
mingi serva eemaldamisel, saame n — 2 servaga graafi, mis peab olema
mittesidus. Seega pidi eemaldatud serv olema sild.
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(iv)=-(i). Kui graafis T" leiduks moni tsiikkel, siis mone sellesse
tsiiklisse kuuluva serva eemaldamisel jéiks graaf endiselt sidusaks.
Seega tsiiklisse kuuluvad servad ei ole sillad.

(1)=(v). Et T on sidus, siis on tema iga kahe tipu vahel vihemalt
iiks lihtahel. Kui mingite tippude u ja v vahel leidub enam kui iiks
lihtahel, siis moodustavad need kaks lihtahelat voi nende osad tsiikli.

(v)=-(vi). Kui graafis T  leiduks tsiikkel, siis oleks kahe sellel tsiik-
lil asuva tipu vahel vihemalt kaks erinevat lihtahelat. Kui me lisame

graafile T' uue serva e tippude u ja v vahele, siis on u Lvlu graafi
T + e tsiikkel, kus P on vastavalt eeldustele leiduv ahel tippude u ja
v vahel.

(vi)=-(i). Oletame, et T on mittesidus. Lisades talle serva, mis
ithendab kaht erinevatesse sidusatesse komponentidesse kuuluvat tip-
pu, ei teki tsiiklit. O

Jareldus 4.2. Kui puus leidub lihtahel u ~~ v ~~ w, siis
d(u,w) = d(u,v) + d(v,w).

Tdestus. Jireldub teoreemi 4.1 viiitest (v). Tippude u ja w kaugus
on nende kahe tipu vahel oleva ainsa lihtahela pikkus, see lihtahel
labib tippu v. O

Sidusa graafi G aluspuuks (ehk toeseks, ehk skeletiks) nimetatakse
tema alamgraafi T, mis on puu ja mis sisaldab graafi G koiki tippe.
Graafi aluspuu kujutab endast mingis mottes lihtsaimat viisi graafi
koigi tippude kokkuiihendamiseks.

Kui meil on defineeritud graafi G servade kaalud (s.t. antud min-
gi funktsioon w : E(G) — R) ning on antud G mingi aluspuu 7,
siis me voime defineerida ka T" kaalu w(T') kui T" koéigi servade kaalu-
de summa. Erinevate aluspuude kaalud voivad iildiselt erinevad olla,
kuid meid huvitab graafi G minimaalse kaaluga aluspuu leidmine.

Teoreem 4.3. Algoritm 4.1 leiab sidusa graafi G minimaalse kaa-
luga aluspuu T.

Toestus. See, et T on graafi G aluspuu, jireldub teoreemist 4.1.
Vastavalt konstruktsioonile on T' graaf, milles on n tippu, n — 1 serva
ja puuduvad tsiiklid, s.t. 7' rahuldab teoreemi 4.1 viidet (ii). Meil
tuleb veel nididata, et T on minimaalse kaaluga.
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Olgu G = (V, E) sidus graaf, milles on n tippu. Konstrueeri puu T kui
graafi G alamgraaf, mille tipuhulk on V' ja servad valitakse jargmiselt.

1. Vali servaks e; graafi G minimaalse kaaluga serv.

2. Valiiga j € {2,...,n—1} korral servaks e; minimaalse kaaluga
serv, nii et e; on erinev servadest ej,...,e;_; ja ei moodusta
koos servadega e, ...,e;_1 tsiiklit.

3. Viljasta T = (V, {e1,...,en—1}).

Algoritm 4.1. Minimaalse kaaluga aluspuu leidmise algoritm (Krus-
kali algoritm).

Olgu T’ graafi G selline aluspuu, mis on minimaalse kaaluga ja
omab minimaalse kaaluga aluspuude seas puuga 7' maksimaalse ar-
vu ithiseid servi. Oletame viitevastaselt, et w(T") < w(T'), sel juhul
T #T.Olguk € {1,...,n — 1} vihim selline arv, et algoritmis 4.1
valitud serv ey ei kuulu puusse T7. Olgu S graafi G alamgraaf, mis
saadakse serva ey, lisamisel puule T”. Graaf S sisaldab tsiikleid, olgu
C selle graafi iiks tsiikkel. See tsiikkel peab sisaldama serva ey, kuid
ta peab sisaldama ka mingit serva e, mis ei kuulu puusse 7. Kui me
kustutame graafist S serva e, siis me saame mingi graafi 7", mis on
jélle G aluspuu — graaf T" on sidus ja tal on n — 1 serva.

Servad eq,...,ex_1 kuuluvad ka puusse T”. Vastavalt meie konst-
ruktsioonile on e;, minimaalse kaaluga graafi G selliste servade hulgas,
mis pole vordsed servadega eq, . .., ex—1 ning ei moodusta koos nende
servadega tsiiklit graafis G. Ka serv e on iiks graafi G sellistest serva-
dest, mis pole vordsed servadega eq, ..., er_1 ning ei moodusta koos
nende servadega tsiiklit graafis G. Seetottu w(er) < w(e). Jarelikult
w(T") < w(T") ning puul T” on puuga T rohkem iihiseid servi kui
puul 77, mis annab vastuolu 7’ valikuga. O

Ulesanded

Ulesanne 36. Niita, et sidus graaf on puu parajasti siis, kui ta
on kahealuseline ja iga kahe tipu jaoks on nendevaheline lithim ahel

33




unikaalne.
Ulesanne 37. Leia puu kéigi tippude astmete summa.

Ulesanne 38. Tdesta, et kui puus on vithemalt kaks tippu, leidub
seal ka vihemalt kaks lehte (ehk rippuvat tippu) — tippu astmega 1.

Ulesanne 39. Téesta, et puul 7" on kas iiks tsenter voi kaks omavahel
servaga iithendatud tsentrit (vt. iilesanne 10) ning et esimene juht
esineb parajasti siis, kui d(T") on paaris.

Ulesanne 40. Téesta, et kui 7' on puu, siis

GRS

siin [z] téhistab reaalarvu x iilemist téisosa.

Ulesanne 41. Olgu T puu. Tdesta, et kehtib iiks kahest viitest:
1. v e V(T) : VYo € Aut(T) : ¢p(v) = v voi
2. Hu,v} € E(T) : V¢ € Aut(T) : p({u,v}) = {u, v}.

Ulesanne 42. Leia jirgmise graafi minimaalse kaaluga aluspuu.

Ulesanne 43. Kas vaib viita, et iga sidusa graafi kahel suvalisel
aluspuul on vihemalt {iks iihine serv?

Ulesanne 44. Kui mitu paarikaupa mitteisomorfset aluspuud on
graafil Ky ,?
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Ulesanne 45. Selgita, kas on toene viide, et sidusa graafi G korral
1. Ve € E(G) : Jaluspuu T : e € E(T);
2. Ye; # ex € E(G) : Jaluspuu T : e, e3 € E(T);
3. Ver #ea#e3# e € E(G):Jaluspuu T : eg,eq,e3 € E(T).
Ulesanne 46. Kas voib viita, et kui graafi diameeter on k, siis leidub

selles graafis aluspuu diameetriga k7

Ulesanne 47. Niita, et graafi Q,, suvalise aluspuu diameeter on
véhemalt 2n — 1. Konstrueeri @,, aluspuu diameetriga 2n — 1.

Ulesanne 48. Puu on téuk, kui temast kéigi tema
lehtede kustutamisel alles jaiv graaf on ahel. Niita,
et puu on touk parajasti siis, kui korvalolev graaf ei
sisaldu temas alamgraafina.
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5. Mairgendatud puud

Margendatud graafiks mirgendite hulgaga M C N nimetatakse
kolmikut Gy = (V, E,u), kus G = (V,E) on graaf ja p: V. — M
bijektiivne kujutus.

Mirgendatud graafe Gi, = (V1, E1, 1) ja G3; = (Va, Ea, pi2) ni-
metatakse isomorfseteks (tihistatakse G}, = G2,), kui leidub kujutus
¢ : Vi — Vo, mis on graafide G; = (V1, E1) ja Gy = (Va, E») isomor-
fism ja p1(v) = pa(p(v)) iga v € V3 korral, s.t. jirgmine diagramm
on kommutatiivne:

Vi —— Vs

Al Iz (5.1)

M M

Paneme téihele, et méirgendatud graafid saavad isomorfsed olla ai-
nult siis, kui nende mérgendite hulgad on vordsed. Kui G = (V, E)
on puu, siis graafi Gy = (V, E, 1) nimetatakse mdrgendatud puuks.
Kaesolevas peatiikis on meie eesmérgiks leida, kui palju on n-tipulisi
paarikaupa mitteisomorfseid méirgendatud puid.

Algoritm 5.1 seab igale n-tipulisele (n > 2) mirgendatud puule
Gy = (V, E, u) mirgendite hulgaga M vastavusse teatud (n — 2)-
elemendilise (hulka M kuuluvate) mérgendite jérjendi, mida nimeta-
takse mérgendatud puu Priiferi koodiks ja téhistatakse o(Gpr)-

1. Vota p(G) =[], s.t. ldhtekood on tiihi.
2. Kui |V| = 2, siis tagasta senikonstrueeritud o(G).

Leia vahima mérgendiga leht v. Olgu w tema naabertipp.

L

Lisa senikoostatud koodi 16ppu mérgend p(w).

5. Eemalda graafist G tipp v ja serv {v, w} ning mine punkti 2.

Algoritm 5.1. Priiferi koodi leidmine
Olgu Ty = (V, E, u) mirgendatud puu ja v € V mingi leht. T#-

histame edaspidi siimboliga T\v mérgendatud puud mérgendite hul-
gaga M\{u(v)}, mis on saadud puust T lehe v eemaldamisel koos
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teda ithendava servaga, kusjuures koikide muude tippude mérgendid
jadvad samaks. Sel juhul saab koodi p(7') leidmise algoritmi formaal-
selt kirja panna jargmisel viisil:

def [ ) kui ‘T| = 27
o= { [w(w)p(T\v)], kui |[T| > 2, (5-2)

kus p(v) = 1 H(m)rl () ja {v,w} € E.
deg(u)=1
Lemma 5.1. Kui p(T) = [mima...mpy_o], ja v on minimaalse
mdrgendiga tipp, siis p(T\v) = [ma...M,_2].

Toestus tuleneb otseselt algoritmi 5.1 kirjeldusest. 0

Lemma 5.2. Mdirgendi pu(v) esinemiste arv koodis p(Th) on tip-
selt degp(v) — 1.

Toestus. Kasutame induktsiooni tippude arvu jérgi. Viide kehtib
|[V| = 2 korral, sest siis on puus parajasti kaks tippu, mille astmed
on molemal {thed ning Priiferi kood on tiihi, s.t. molemad mérgendid
esinevad koodis tépselt 0 korda.

Oletame, et viide kehtib kéigi (n — 1)-tipuliste mérgendatud puu-
de korral (mérgendite mistahes (n—1)-elemendiliste hulkadega). Olgu
T = (V, E, u) mingi n-tipuline mérgendatud puu mérgendite hulgaga
M ja Priiferi koodiga [mima ... m,_s].

Olgu v € V minimaalse mérgendiga leht selles puus ja {v,w} € E.
Vastavalt algoritmile 5.1 on u(w) = m;. Seega T’ = T\v on (n — 1)-
tipuline méirgendatud puu mérgendite hulgaga M\{m,} ja vastavalt
Lemmale 5.1 kehtib p(T') = [mz...my_2]. Kui v € V on puu T
suvaline tipp, siis leidub kolm vo6imalust.

e Kui u = v, siis on selge, et deg(u) = 1 ja u(u) ei esine kordagi
Priiferi koodis p(T), sest v eemaldatakse juba esimesel sammul.

o Kui u=w e T, siis degp (u) = degp(u) — 1 ja p(u) = my esi-

neb koodis p(T") = [ms ... my_s] iithe korra vihem kui koodis
p(T) = [mimsa...my,_s]. Et vastavalt induktsiooni eeldusele
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p(u) = my esineb koodis p(T") téipselt degy. (u) — 1 korda, siis
jarelikult esineb ta koodis p(T") ithe korra rohkem, s.t.

(degp (u) — 1) + 1 = degy (u) = degp(u) — 1
korda.

o Kui u € V\{v,w}, siis jarelikult {v,u} & E (sest degp(v) =1
ja {u,w} € E), mistottu degp(u) = degy (u). Kujutuse p in-
jektiivsuse tottu p(u) # mi = p(w) ja seega esineb p(u) koodis
p(T) tipselt sama arv kordi nagu koodis p(7"), s.t. vastavalt
induktsiooni oletusele

degp (u) — 1 =degp(u) —1

korda. Lemma on toestatud. g

Teoreem 5.3. Kui T3, = (Vi,E1, 1) ja Ti = (Va, Ea, u2) on
mdérgendatud puud iihise méirgendite hulgaga M ning p(Th,) = o(T%;),
S118 lew = TJ%4.

Toestus. Kasutame ka siin induktsiooni tippude arvu jargi. See
on voimalik, sest puu tippude arv on Priiferi koodi pikkusega iiheselt
madratud, mistottu kaks vordsete koodidega puud on vordse tippude
arvuga.

Néitame, et teoreemi viide kehtib siis, kui T}, ja T, on kahetipu-
lised. Olgu M = {mi,ms}, kus m; < ms. Et puud on kahetipulised,
siis p(Th;) = [] = p(T%;). On selge, et kahetipuliste graafide korral
on iga diagrammi (5.1) kommutatiivseks tegev bijektsioon ¢ iihtlasi
ka mirgendatud graafide T3, ja T%, isomorfism. Samuti on selge, et
parajasti iiks selline bijektsioon leidub.

Oletame, et teoreemi véide kehtib koigi (n — 1)-tipuliste mérgen-
datud puude korral. Olgu T}, ja Ts; mingid n-tipulised mérgendatud
puud, nii et

o(Tar) = [mama ... mn_o] = o(Ti).

Paneme téhele, et Priiferi koodist saab leida lehtede mérgendite hul-
ga, milleks on koik need mérgendid hulgast M, mis ei esine kordagi
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Priiferi koodis. Seega on moélema puu lehtede mérgendite hulgad vord-
sed. Seega on ka minimaalse mérgendiga lehtede v1 € V1 ja vo € V5
mérgendid vordsed, s.t. p1(vi) = m = po(ve) mingi m € M korral,
mistottu T4, \vi ja Ta \v2 on mérgendatud puud iihise mérgendite
hulgaga M\{m}, kusjuures

o(Tar\v1) = [ma ... mn_s] = p(Thr\v2).

Vastavalt induktsiooni oletusele T3, \v; = Ts,\v, s.t. leidub isomor-
fism ¢ : Vi\{v1} — Vo\{va}. Olgu {v1,w1} € Ey ja {ve,ws} € Es.
Vastavalt Priiferi koodi definitsioonile p1(wy) = my = pa(ws) ja see-
ga diagrammi (5.1) kommutatiivsuse tottu

pa(wa) = p1(wr) = p2(p(w)),

millest funktsiooni us injektiivsuse tottu saame, et p(wy) = we. Vii-
masest seosest jiareldub, et isomorfismi ¢ saab jatkata isomorfismini
¢ : Tiy — T3, defineerides iga v € V; korral

(v) d:ef{ p(v), kuive Vi\{v}

Vg, kui v = v;.

Lihtne on veenduda, et ¢ on toepoolest méargendatud graafide iso-
morfism ja seega T3, = T%,. O

Teoreem 5.4. Kui M C N, |M|=n>2jaM =[mimy...mu,_s]
on selline (n—2)-elemendiline jirjend, et igai € {1,...,n—2} korral
m; € M, siis leidub n-tipuline mirgendatud puu Ty = (V, E, p) nii,
et p(TM) =M.

Toestus. Kasutame induktsiooni hulga M voimsuse jargi. Kui M
on kaheelemendiline, siis M = [] ja T on kahetipuline puu, mérgen-
datud suvalises jarjekorras.

Oletame, et viide kehtib (n — 1)-elemendiliste mérgendihulka-
de korral. Olgu |[M| = n ja M = [mima...my_2] mingi (n — 2)-
elemendiline jirjend, nii et iga i € {1...n — 2} korral m; € M. On
selge, et hulgas M leidub elemente, mis ei kuulu jérjendisse M, sest
jarjendi M pikkus on viaiksem kui hulga M voimsus. Olgu mg viahim
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selline element ja M’ L \{mo}. Vastavalt induktsiooni oletusele
leidub siis mérgendatud puu T4, = (V', E’, /) mirgendite hulgaga
M/ nii, et (Thy) = M < my . my_s).

Olgu w € V' selline tipp, et p'(w) = my (see tipp leidub, sest
w V' — M’ on bijektiivne). Moodustame uue puu Ty, lisades
puusse Ty, uue tipu v ja uue serva {v,w}, nii et v on puu Ty leht.
Olgu V = V' U{v} ja E = E' U {{v,w}}. Laiendame funktsiooni
w V' — M’ funktsioonini pu : V. — M defineerides u(v) def 140-

Tipp v on puu Th; minimaalse méargendiga leht, sest kui leiduks
leht v € V nii, et pu(v') < p(v) = myg, siis v/ € V' ja seega on v’
leht ka puus T}/, millest p(T},) = M’ ja lemma 5.2 tottu saame,
et u(v') ei kuulu jirjendisse M, mis on vastuolus myg valikuga. Seega
vastavalt algoritmile (5.2)

o(Tum) = [mip(Tar\v)] = [mip(Tyy )] = [mama ... mp 2],
mis toestabki teoreemi viite. O
Siit aga jareldub kohe Cayley teoreem.

Teoreem 5.5 (Cayley). Iga n > 2 korral leidub tipselt n™~2
mitteisomorfset mérgendatud puud mdrgendite hulgaga M (|1M| = n).

Toestus. Eelmised kaks teoreemi toestavad, et saab korraldada
iiksithese vastavuse n-tipuliste méirgendatud puude ja (n—2)-elemen-
diliste arvujadade [u1 ... pp—2] vahel, kus p; € M. Neid jadasid on

n"~? ja seega on sama palju ka méirgendatud puid. U

Ulesanded
Ulesanne 49. Leia Priiferi koodidele
1. (1,2,3,4); 2. (4,3,2,1);
3. (3,3,3,3); 4. (4,3,4,5,4,7,7);
5. (2,3,3,3,6,6,6); 6. (2,4,2,1,9,1,8)

vastavad mérgendatud puud.
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Ulesanne 50. Leia jirgmiste mirgendatud puude Priiferi koodid:

1. 2.
5 3 1
2 4
6 1 4 2
[ J @ L J
5 6
3
. 4.
| A
2./5\3
4 8 6
7 e 10 9
5 6 9
1 9
3 6
4 5 7 8

Ulesanne 51. Téesta, et iga naturaalarvu n > 2 korral kehtib

k=1
Vihje: n-tipulise margendatud puu saame k-tipulise margendatud puu
ja (n—k)-tipulise mérgendatud puu mingil viisil servaga ithendamisel.

Ulesanne 52. Olgu 7(G) graafi G aluspuude arv. Niita, et graafi G
iga serva e korral 7(G) = 7(G — e) + 7(G/e), kus G /e tihistab serva
e kokkutombamist (joonis 10.3), s.t. tema otstippude samastamist.
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6. Vorgud ja vood

Vork on suunatud graaf G, mille igal kaarel e on defineeritud
positiivne kaal, nn. ldbilaskevoime i)(e), kus ¢ : E(G) — RT.

Suunatud graafi tippu v nimetatakse lihteks (ehk sisendiks), kui
see tipp pole iihegi kaare 10pptipp. Suunatud graafi tippu v nimeta-
takse suudmeks (ehk vdiljundiks), kui see tipp pole ithegi kaare algtipp.
Kaesolevas osas me vaatame ainult selliseid vorkusid, millel on tapselt
iiks ldhe ja tdpselt iiks suue. Siintoodavaid tulemusi saab iildistada
ka juhule, kus graafil on mingi muu arv lahteid voi suudmeid.

Kui G on suunatud graaf ja w selle graafi kaari kaaludega varustav
funktsioon, s.t. w : E(G) — R, siis graafi G tipu v w-sisendaste

deg,(v) ja w-viljundaste deg,,(v) defineeritakse jargmiselt:

deg,(v) D" w(e) ja deg,(0) ™ Y wie) -

e€E(G) ecE(G)
Fw:e=(w,v) Jw:e=(v,w)

Lause 6.1. Kui G on suunatud graaf ja w selle graafi kaari kaalu-
dega varustav funktsioon, siis G koigi tippude w-vdljundastmete sum-
ma vordub G koigi tippude w-sisendastmete summaga.

Toestus on téaiesti vahetu:

PR

dYoodeg )= Y D owle)= Y wle)=

veV(Q) veV(G) e€eE(G) e€E(G)
Fw:e=(w,v)

= Z Z w(e) = Z deg, (v) . O
veV(G) ecE(G) veV(Q)
Fw:e=(v,w)

Olgu (G,%) vork ja olgu tipud s ja t selle vorgu lihe ja suue.
Vooks ¢ : E(G) — RT U {0} vorgul G nimetatakse graafi G kaarte
varustamist mittenegatiivsete reaalarvudega nii, et

o ( iga kaare e jaoks kehtib ¢(e) < 1(e);

e G iga tipu v jaoks, v.a. tipud s ja ¢, kehtib deg,,(v) = deg, (v).
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Olgu (G, ) vork ja ¢ mingi tema voog. Lausest 6.1 jireldub, et
G liahte p-viljundaste vordub G suudme @-sisendastmega; seda arvu
nimetatakse voo ¢ vddrtuseks ja téhistatakse |p|. Meid huvitab, kui
suur voib (G, 9) voo viirtus olla. Neid voogusid, millel on see suurim
voimalik védrtus, nimetame maksimaalseteks voogudeks.

Voo véaartust ei pea tingimata ,,mootma“ vorgu ldhte voi suudme
juures. Me voime vorgu tipud suvalisel viisil kahte ossa jagada, nii
et ldhe kuuluks iihte ossa ja suue teise ossa, voo ¢ védrtuse voib siis
leida suuruste p(e) kaudu, kus e on kaar kahe osa vahel.

Lemma 6.2. Olgu (G,v) mingi vork ning ¢ mingi voog sellel
vorgul. Kui G tipuhulk V(G) on tikeldatud hulkadeks Vs ja Vi (s.t.
VsUV, = V(G) ja VsNV, = Q) nii, et s € Vs jat € Vi, siis ¢ vidrtus
on vordne suurusega

def

OV, V) E D ple)— D wle) - (6.1)
e€E(G) e€E(G)
ecVyxVy ecVy x Vi

Tdestus. Paneme koigepealt téhele, et kui e € E(G) on silmus ning
o varustab E(G) elemendid mittenegatiivsete reaalarvudega, siis ei
soltu ei ¢ vooks olemine voi mitteolemine ega ka ¢ viidrtus (kui ta
on voog) p(e) vadrtusest. Seetottu voime me iildisust kitsendamata
eeldada, et iga silmuse e € E(G) korral ¢(e) = 0.

Lemma toestame induktsiooniga hulga V, voimsuse jirgi. Baasiks
on juht |Vi| = 1, s.t. Vs = {s}. Sel juhul on vahe (6.1) vihenda-
tav vordne ¢ vidrtusega (vastavalt voo viirtuse definitsioonile) ning
vihendaja vordne nulliga (sest ei leidu servi, mille 16pptipp oleks s).

Kehtigu lemma viide niitid mingite hulkade V; ja V; jaoks. Meil
tuleb niidata, et kui V; # {t}, siis kehtib see viiide ka hulkade
VI = ViU {z} ja V/ = V,\{z} jaoks, kus = € V;\{t}. Piisab, kui
niitame, et ®(V/, V/) = ®(V;, V;), mis aga tuleneb tiiesti vahetult:

BV, Vi) = (VL V) = D ple) = D wle)—
e€E(G) e€E(Q)
ecVyx{x} ec{z}xV/

_ -

= Y ele)+ D ple) = deg,(x) — deg,(x) =0 .
c€E(G) c€E(G)

ec{z}xVy ecV/ x{z}
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Esimest vordust selgitab joonis 6.1. Joonisel toodud tabelid néita-
vad, millise mérgiga tuleb antud vaidrtust arvutades summasse votta
©(e) soltuvalt sellest, millistesse hulkadest Vs, {x} ja V/ (need hulgad
moodustavad koigi tippude hulga V(G) tiikelduse) kuuluvad kaare
e algtipp ja 16pptipp. Téhistus ,+¢* tihendab, et p(e) tuleb votta
plussmirgiga, ,—¢* tihendab, et ¢(e) tuleb votta miinusmérgiga, tii-
hi lahter tihendab, et o(e) ei kuulu iildse summasse. Ulemised kaks
tabelit on saadud ®(V5, V;) definitsioonist (6.1), alumine tabel on saa-

dud kahe iilemise tabeli ,lahtrikaupa vahena®. ([l
(Vi V) = (VY V) =
< || Ve [{od [ V)] x [ Ve | {=} | W]
Vs +o |+ Vs +
{} | —¢ {a} +
Vill—e Vill—¢e|—¢

O(V, Vi) — @(Vi, V) =
|| Ve [ {a} | V]

Vs +¢
{z} || —¢ —p
Vi +¢

Joonis 6.1. ®(V,, V;), ®(V/,V/) ja nende vahe arvutamine.

Vooga mingis mottes duaalne moiste on 16ige. Vorgu (G, ¢) loikeks
nimetatakse graafi G kaarte sellist hulka L C E(G), millesse kuuluva-
te kaarte eemaldamisel ei sisaldaks G enam iihtegi (suunatud) ahelat
ldhtest suudmesse. Loike L ldbilaskevoimeks nimetatakse tema kaar-
te ldbilaskevoimete summat. Minimaalse voimaliku ldbilaskevoimega
loikeid nimetatakse minimaalseteks loigeteks.

Teoreem 6.3 (Ford ja Fulkerson, 1955). Vérgu maksimaal-
sete voogude vddrtused on vordsed selle vorgu minimaalsete loigete
labilaskevoimetega.

Tdestus. Olgu (G, 1) mingi vork, s tema ldhe ja ¢t suue. Néditame
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koigepealt, et vorgu iikskoik millise voo vaértus ei saa olla suurem
kui tema iikskoik millise 16ike l&bilaskevoime. Olgu L vorgu G mingi
16ige ja olgu G’ graaf, mis saadakse graafist G jéittes temast vilja
l6ikesse L kuuluvad kaared. Olgu V graafi G (ja G') selliste tippude
hulk, millesse graafis G’ leidub tipust s algav suunatud ahel. Olgu
V; graafi G koigi iilejadnud tippude hulk. Siis s € V; jat € V;.
Vastavalt lemmale 6.2 on ¢ védrtus vordne vahega (6.1). Koik kaared,
iille mille summeeritakse selle vahe vihendatavas, kuuluvad loikesse
L. Seega pole see vihendatav, seda enam terve vahe, suurem kui 16ike
L lébilaskevoime.

Me oleme n#idanud, et vorgu maksimaalsete voogude vadrtus pole
suurem kui selle vorgu minimaalsete 1oigete ldbilaskevGime. Olgu ¢
niiiid vorgu (G, 1) mingi maksimaalne voog. Teoreemi toestamiseks
tuleb meil veel niidata, et leidub selline 16ige, mille ldbilaskevoime
on vordne ¢ védrtusega.

Selleks defineerime graafi G tipuhulga V (G) tiikelduse V; UV nii,
et tippu v € V(G) loeme kuuluvaks hulka V parajasti siis, kui graafis
G leidub selline suunamata ahel s = vy Sl v e Um = v, et iga
ie{l,...,m} jaoks:

(i) kui e; = (vi_1,v;), siis p(e;) < ¥(e;);
(i) kui e; = (v, v;—1), siis ¢(e;) > 0.

Sellist ahelat nimetame suurendavaks ahelaks (tippu v). Kui mingi
tipupaari (v;—1,v;) (siin v;_1 ja v; on suvalised tipud hulgast V') jaoks
leidub serv e;, mis rahuldab tingimusi (i) ja (ii), siis iitleme, et voog
on tippude v;_1 ja v; vahel killastamata.

Tipp v kuulub hulka V; parajasti siis, kui ta ei kuulu hulka V.

Vastavalt definitsioonile kuulub l&he s hulka V. Tuleb vilja, et
suue t kuulub hulka V;. Toepoolest, oletame, et ¢ kuulub hulka Vi,
sel juhul leidub suurendav ahel s = g Sl vy e Uy = L.
Defineerime positiivsed reaalarvud §; € R* jargmiselt:

5. et [(en) = pled), Toui e = (vim,v3),
v w(ei), kui e; = (vs,vi—1)

jaolgue = {min 0;. Defineerime niiiid uue voo ¢’ vorgul (G, )

jargmiselt:
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o(e), kuie & {e1,...,em},
o'e) = Sple)+e, kuiTi:e=ce;jae; = (vi_1,vi),

o(e) — kui Ji:e=¢; jae; = (v5,v,-1).

Tlmselt on selliselt defineeritud ¢’ toéepoolest voog, kusjuures ¢’ viir-
tus on € vorra suurem kui voo ¢ vidrtus. See on aga vastuolus meie
eeldusega, et ¢ on maksimaalne voog. Jarelikult ¢t € V;.

Hulkade V; ja V; konstruktsiooni tottu kehtivad graafi G iga kaare
e kohta jargmised viited:

e kui e € V; x V¢, siis p(e) = ¢(e) (muidu kuuluks e 16pptipp
hulka V;);

e kui e € V; x Vj, siis ¢(e) = 0 (muidu kuuluks e algtipp hulka
Va).

Siit jireldub, et ¢ védrtus on vordne koigi nende servade e € E(G)
ldbilaskevoimete summaga, kus e € Vi x V;. Koigi selliste servade
hulk on vorgu G loige, mis ongi otsitav. |

Jédreldus 6.4. Kui (G,v) on vork, ¢ mingi tema voog ja L mingi
selline loige, et @ vadrtus on vordne loike L ldbilaskevoimega, sits
on (G, 1) maksimaalne voog ja L minimaalne loige.

Toestus. Teoreemi 6.3 kohaselt on ¢ véaartus vihemalt sama suur
kui maksimaalsetel voogudel ning L ldbilaskevGoime on iilimalt nii
suur kui minimaalsetel 1oigetel. O

Teoreemi 6.3 toestus annab meile ka algoritmi maksimaalse voo
leidmiseks vorgus (G, ). Olgu ¢ iikskoik milline voog selles vorgus
(néiteks nullvoog — voog, mis varustab koik kaared védrtusega 0).
Kui meil on antud voog ¢;, siis piitiame leida mingi suurendava ahela
tippu t. Selleks voime néiteks konstrueerida hulgad V; ja V; analoogi-
liselt teoreemi toestusega; hulk Vi konstrueeritakse graafi mingil viisil
labides, sellest labimisest on lihtsalt leitavad suurendavad ahelad koi-
gisse hulga V; tippudesse. Kui ¢ € V; (ja suurendavat ahelat tippu ¢
ei leidu), siis on ¢; maksimaalne voog, sest leidub 16ige, mille libi-
laskevoime vordub ¢; vaidrtusega. Kui t € V, siis konstrueerime voo
i+1 analoogiliselt voo ¢’ konstruktsiooniga teoreemi 6.3 toestuses,
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kasutades selleks leitud suurendavat ahelat tippu t. Seejéirel korda-
me eeltoodud sammu vooga ¢,+1. Kirjeldatud algoritmi nimetatakse
Ford-Fulkersoni algoritmiks.

Ford-Fulkersoni algoritmi kirjeldusest ei selgu, kui mitu iteratsioo-
ni voib vaja minna, saamaks mingit maksimaalset voogu (s.t. kui suur
voib indeks 4 maksimaalse vooni joudes olla). Uurime seda kiisimust
veidi ldhemalt.

Lause 6.5. Kui (G,v) on vork, kus koigil kaartel on tdisarvuli-
sed ldbilaskevoimed, siis tehakse maksimaalse voo leidmise algoritmis
dlimalt || iteratsiooni, kus ¢ on (G,v) mingi maksimaalne voog.

Toestus. Kui koigi kaarte ldbilaskevoimed on téisarvud, siis mér-
gendavad ka vood g, @1, @2, ..., mis Ford-Fulkersoni algoritm oma
jéirjestikustel iteratsioonidel koostab, graafi G koik kaared téaisarvu-
dega. Toepoolest, murdarvud ei saa algoritmi t66 kdigus kuskilt sis-
se tulla — ainsad operatsioonid, mida algoritm arvudega teeb, on
liitmine, lahutamine ja miinimumi leidmine, need operatsioonid aga
annavad tédisarvudele rakendades jélle tulemuseks taisarvu.

Seega on ka |@ol, |¢1], [@2], ... koik tédisarvud. Et |pir1] > |edl,
siis |@i11] — |@i| = 1. Seega joutakse iilimalt |¢| sammu pérast mingi
maksimaalse vooni |¢]|. O

See iteratsioonide arvu tilemtoke voib vigagi ebatéipne olla, kuid
viahemalt néitab ta, et kui koigi kaarte ldbilaskevoimed on téisar-
vud, siis 16petab Ford-Fulkersoni algoritm t66. Siit jéreldub kohe, et
ka siis, kui koigi servade ldbilaskevoimed on ratsionaalarvud, 1opetab
Ford-Fulkersoni algoritm t66. Sel juhul on mingil iteratsioonil leitud
voo vadrtus eelmisel iteratsioonil leitud voo véartusest vihemalt koigi
servade ldbilaskevoimete vihima iithise nimetaja poordvéartuse vorra
suurem. Kui me lubame servade lédbilaskevoimetena ka irratsionaal-
arve, siis on voimalik konstrueerida vork ning sellised suurendavate
ahelate valikud, et algoritmi iteratsioonidel leitavate voogude véaar-
tused kiill ldhenevad piiramatult maksimaalse voo vaértusele, kuid ei
saa sellega kunagi vordseks.

Parema keerukushinnangu Ford-Fulkersoni algoritmile saame siis,
kui me fikseerime, mil viisil suurendav ahel leitakse. Loeme niiiid, et
suurendav ahel tippu t leitakse graafi G laiuti ldbides. Sellist téien-
dust nimetatakse Edmonds-Karpi téaienduseks. Sel juhul on suuren-
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dav ahel tippu ¢, mida algoritm kasutab, minimaalse voimaliku pik-
kusega. Enamgi veel, koigi tippude v € V; jaoks on suurendav ahel
lahtest s tippu v, mis hulka V; konstrueerides leitakse, minimaalse
voimaliku pikkusega.

Kui (G, %), on mingi vork ja ¢ mingi voog sellel, siis tihistagu
d,(v), kus v € V(G), lithima suurendava ahela pikkust tippu v.

Lemma 6.6. Kui (G,v), kus G = (V, E), on mingi vork ja
00, ©1, P2, - . . on voogude jada, mis leitakse Ford-Fulkersoni algoritmi
(koos Edmonds-Karpi tdiendusega) jarjestikustel iteratsioonidel, siis
suvalise v € V' korral on jada 0y, (v) mittekahanev.

Toestus. Olgu ¢, ja wn+1 kaks jarjestikust voogu selles voogude
jadas ning olgu B C V koigi selliste tippude hulk, mis antud n korral
seda mittekahanevuse tingimust ei taida, s.t. olgu

B={v|veV,dp,,(v) <dp,(v)} .

Oletame véitevastaselt, et hulk B ei ole tithi. Olgu v € B selline tipp,
mille jaoks d,, ., (v) on minimaalne.

Olgu P’ lithim suurendav ahel tippu v (voo ¢, 41 jérgi) ja u tema
eelviimane tipp (s.t. vahetult enne tippu v). Et P’ ilma oma viimase
tiputa on lithim suurendav ahel tippu w, siis 6, , (u) = d,, ., (v) — 1.
Et aga 0y, , (v) véddrtus on minimaalne hulga B elementide seas, siis
u ¢ B. Uurime voogu ¢,, tippude u ja v vahel.

Kui ¢, on tippude u ja v vahel kiillastamata, siis on iga suurendav
ahel tippu u (voo ¢, jirgi) ithe sammuga pikendatav suurendavaks
ahelaks tippu v. Muuhulgas kehtib see ka lithima suurendava ahela
kohta ning seega 4, (v) < 0y, (u) + 1. Et 0y, (u) < 6y, (u) (sest
u ¢ B), siis

9, (V) S 0, (W) +1 < 0y (1) + 1= 0,1, (V)

ja jarelikult v ¢ B, mis annabki soovitud vastuolu.

Kui ¢, on tippude u ja v vahel kiillastatud, siis olgu P, selli-
ne suurendav ahel (voo ¢,, suhtes) vorgu (G, ) suudmesse, et voog
@n+1 on saadud voost ¢, lisades talle tdiendava voo iile ahela P,
(sama moodi, nagu teoreemi 6.3 toestuses saadakse voog ¢’ voost ¢,
lisades talle téiendava voo iile teatava suurendava ahela). Et p,11
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on tippude u ja v vahel kiillastamata, siis peab ahelas P, leiduma
fragment - -+ —v —u—---

Et P, on leitud graafi G laiuti ldbides, siis on tema prefiks kuni
tipuni v (analoogiliselt: kuni tipuni u) minimaalse pikkusega suuren-
dav ahel (voo ¢, jirgi) tippu v (analoogiliselt: tippu w). Jérelikult
0o, (V) = 0y, (u) — 1. Et ka 0y, (u) < 0y, (u) (sest u € B), siis

O (v) = O (u) =1 < 5<pn,+1(u) —-1= 5apn,+1(”) -2< 5apn,+1(v)

ja jarelikult v € B, mis annab taas vastuolu. (|

Teoreem 6.7. Ford-Fulkersoni algoritm koos Edmonds-Karpi tdi-
endusega teeb vorgu (G, ), kus G = (V, E), maksimaalset voogu lei-
des dlimalt (|V| —2) - |E| iteratsioons.

Tdestus. Olgu g, ©1, P2, ... vood, mis maksimaalse voo leidmise
algoritm oma jérjestikustel iteratsioonidel koostab. Leidmaks voost
Y VOOgU ¢, 41 konstrueerib algoritm n-ndal iteratsioonil mingi suu-
rendava ahela

Pn:SZUOe—lvle—gvge—s'-ne—mvm:t .
Defineerime suurused 61, . . ., d,, samamoodi nagu teoreemi 6.3 toes-
tuses. Utleme, et tipupaar (v;_1,v;) on kriitiline, kui talle vastav suu-
rus §; on minimaalne (teoreemi 6.3 tGestuse terminites: (v;—1,v;) on
kriitiline siis, kui §; = €). Igal iteratsioonil leidub v&hemalt iiks krii-
tiline tipupaar ja jargmisel iteratsioonil on voog nende tippude vahel
kiillastatud.

Olgu u,v € V. Loeme, kui mitmel iteratsioonil voib tipupaar
(u, v) kriitiline olla. Kui (u,v) on n-ndal iteratsioonil kriitiline, siis si-
saldab P, fragmenti--- —u—v — --- jaseega 0,, (v) = d,, (u)+1.

Iteratsioonil jarjekorranumbriga n 4+ 1 on voog tippude u ja v
vahel kiillastatud. Kui (u,v) on iteratsioonil n’, kus n’ > n, taas
kriitiline, siis on voog ¢, tippude u ja v vahel taas kiillastamata.
Jarelikult peab leiduma mingi iteratsioon n”, kus n < n” < n’ nii, et
suurendav ahel P, sisaldaks fragmenti --- — v —u — ---. Siis aga
590"” (u) = 59%// (v) + 1.

Kokkuvottes saame, et

0o, (u) =0, ,(u) =0, ,(v) +1 26, (v)+1=20,, (u)+2,
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seega iga kord, kui (u,v) saab kriitiliseks, on suurus d,, (u) eelmise
korraga vorreldes vihemalt kahe vorra suurenenud.

Kui (u,v) on kriitiline tipupaar, siis ei saa suurus d,, (u) olla
suurem kui |V|—2. Téepoolest, kriitilise ahela P,, pikkus ei ole suurem
kui n — 1, sest ta sisaldab koiki tippe iilimalt iiks kord. Samuti pole
tipp u ahela P, viimane tipp, sest tipp v tuleb veel pérast teda.
Tipupaare, mis iildse voivad kriitiliste tipupaaridena kone alla tulla,
on ilimalt 2 - |E| tiikki — kui (u,v) on kriitiline, siis peab leiduma
serv tipust w tippu v voi tipust v tippu u. ([l

Ulesanded

Ulesanne 53. Leia maksimaalsed vood jidrgmistes vorkudes. Samuti
leia neis vorkudes moni minimaalne 1oige.

1.
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Olgu R = @ (siis R = R4+ R"*2) jaiilejiiéinud servadel suured
lébilaskevoimed. Olgu esimene suurendav ahel s — a — d — ¢ ning
jérgmised suurendavad ahelad (tsiiklis)

l.s—c—f—d—a—b—e—t

3. s—a—d—e—b—c— f—1t.

Niita, et Ford-Fulkersoni algoritm ei 1opeta t66d.
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7. Kooskolad ja katted

7.1. Berge'i teoreem

Olgu G suunamata graaf. Kooskélaks graafis G nimetatakse tema
servade sellist alamhulka M C FE(G), et iga tipu v € V(G) jaoks keh-
tib degy,(v) < 1 (s.t. kaks serva hulgast M pole intsidentsed sama
tipuga). Siin deg,,(v) téhistab tipuga v intsidentsete hulka M kuulu-
vate servade arvu. Kooskola M nimetatakse maksimaalseks, kui ta on
suurima voimaliku voimsusega. Kui iga tipu v € V(G) jaoks kehtib
deg,,(v) = 1, siis nimetatakse kooskola M tdiielikuks kooskolaks.

Kui G = (V,E) on graaf ja S C V, siis on hulga S naabrus
N(S) CV defineeritud jérgmiselt:

N(S) d:ef{w|w€V,3(e€E,v€S):e:{v,w}} .

Olgu M kooskola graafis G. Ahelat P selles graafis nimetatakse
M -vahelduvaks, kui sellel ahelal olevad servad kuuluvad vaheldumisi
hulkadesse M ja E(G)\M. Kui ahel P otstippudega u ja v on M-
vahelduv ja deg,;(u) = deg,,(v) = 0, siis nimetatakse seda ahelat
M -laienevaks.

Teoreem 7.1 (Berge). Kooskdla M graafis G on maksimaalne
parajasti siis, kui selles graafis ei leidu M -laienevat ahelat.

Tdestus. Tarvilikkuse (=) néitamiseks eeldame, et M on graafi
G maksimaalne kooskola ning oletame viitevastaselt, et selles graafis
leidub M-laienev ahel P otstippudega u ja v. Olgu M’ koigi selliste
servade hulk, mis kuuluvad tépselt ithte hulkadest M ja P (siin ja
edaspidi laseme ahelat tahistaval stimbolil tdhistada ka sellesse ahe-
lasse kuuluvate servade hulka). Olgu w € V(G) ja selgitame, millega
vordub deg ., (w).

e Kui w ei asu ahelal P, siis deg,;,(w) = deg,,;(w). Toepoolest,
et P ei sisalda tipuga w intsidentseid servi, siis on mingi hulka
M’ kuuluv serv tipuga w intsidentne parajasti sel juhul, kui see
serv kuulub hulka M.

e Kui w asub ahelal P ning pole iiks selle ahela otstippudest u
voi v, siis deg,, (w) = deg,,(w) = 1. Antud juhul sisaldab P

52



kaks tipuga w intsidentset serva, neist iiks kuulub hulka M (ja
ei kuulu hulka M’) ning teine ei kuulu (ja kuulub hulka M’).
Teised tipuga w intsidentsed servad ei kuulu hulka M.

o Kuiw € {u,v},siis deg,, (w) = 1. Tipud u ja v pole iihegi hulka
M kuuluva servaga intsidentsed, kiill aga on nad intsidentsed
ithe ahelas P esineva servaga.

Meil on deg,, (u) = deg,,(u) + 1 ning deg,, (v) = deg,,(v) + 1. Ule-
jadnud tippude jaoks on deg,,, ja deg,,; vordsed. Seega |M’| = |M|+1
ning M ei ole maksimaalne kooskola.

Piisavuse (<) niitamiseks eeldame, et M on graafi G kooskola,
mis ei ole maksimaalne, ning piitiame konstrueerida mingi M-laieneva
ahela. Olgu M* graafi G mingi maksimaalne kooskola ning vaatleme
graafi H = (V, M U M*). Selle graafi sidusatel komponentidel vo6ib
olla iiks jargmistest kujudest:

(i) isoleeritud tipp;
(i) serv u — v, kus e € M N M*;

(iii) tsiikkel, mille servad kuuluvad vaheldumisi hulkadesse M ja
M*; seega peab selle tsiikli pikkus olema paarisarv ning ta peab
sisaldama vordsel arvul hulka M kuuluvaid ning hulka M* kuu-
luvaid servi;

(iv) ahel, mille servad kuuluvad vaheldumisi hulkadesse M ja M*.

Et |[M| < |M*| ning sidusates komponentides (i), (ii) ja (iii) on hulka-
desse M ja M* kuuluvaid servi vordsel arvul, siis peab H sisaldama
vihemalt iihte sidusat komponenti kujuga (iv) nii, et see ahel algaks
ja loppeks hulka M* kuuluva servaga. See ahel ongi M-laienev. [

7.2. Halli abieluteoreem

Jargmine teoreem on saanud oma nime nn. abieluprobleemi jér-
gi. Selles probleemis on antud mingi tiitarlaste hulk X, noormeeste
hulk Y ning relatsioon £ C X x Y, mis kirjeldab, milline tiitarlaps
millise noormehega sobib. Kiisitakse, millistel tingimustel on koigil
tiitarlastel voimalik abielluda mone sobiva noormehega.
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Teoreem 7.2 (Philip Hall, 1935). Kui G on kahealuseline
graaf alustega X ja'Y (s.t. X UY = V(G), X NY = () ning iga
e € E(G) korral e = {x,y} mingi x € X jay €Y jaoks), siis lei-
dub graafil G kooskola M omadusega deg,;(x) = 1 iga x € X jaoks
paragasti sel juhul, kui iga S C X jaoks kehtib |N(S)| > |S].

Tdestus. Tarvilikkuse (=) néitamiseks eeldame, et M on selline
kooskola, mis iga x € X jaoks sisaldab tipuga = intsidentset serva.
See kooskola defineerib teatava funktsiooni a : X — Y, mis kujutab
hulga X iga elemendi x hulga Y selliseks elemendiks y, et kooskola
M sisaldab serva, mille otstippudeks on z ja y. Vastavalt eeldustele
leidub iga x € X jaoks tépselt iiks selline y € Y. Et M on kooskola,
siis pole iikski y € Y intsidentne enam kui ithe hulka M kuuluva
servaga, jarelikult on funktsioon « injektiivne. Et iga S C X korral
a(S) C N(S), siis [N(S)| > ()| = |5].

Piisavuse (<) néitamiseks eeldame, et M on mingi maksimaalne
kooskola graafis G. Oletame, et leidub niisugune = € X, mille korral
deg,,;(z) = 0. Olgu Z koigi selliste tippude v € V(G) hulk, mille
korral leidub M-vahelduv ahel tipust « tippu v (M-vahelduvuse de-
finitsiooni kohaselt muidugi € Z) ning t&histame veel S = Z N X
jaT=2znY.

Néiitame, et N(S) = T. Téepoolest, olgus € S.Kuis =z jat €Y
on tipu x naabertipp, siis * — ¢ on M-vahelduv ahel. Kui s # z, siis
olgu P M-vahelduv ahel tipust x tippu s. Selle ahela viimane serv
kuulub hulka M, sest ahela pikkus on paarisarv (tegemist on ahelaga
kahealuselise graafi kahe samasse alusesse kuuluva tipu vahel) ja tema
esimene serv ei kuulu hulka M (kuna deg,,(z) = 0). Olgu e € E(G)
tipuga s intsidentne serv ja t € Y selle serva teine naabertipp. Meil
tuleb ndidata, et leidub M-vahelduv ahel tipust x tippu .

(i) Juhul e € M peab e olema ahela P viimane serv. Kui me jitame
ahelast P vélja serva e ja tipu s, siis jaab jargi M-vahelduv ahel
tipust x tippu t.

(ii) Juhul e ¢ M on z £ st on M-vahelduv ahel tipust z tippu
t.

Néiitame, et hulgad S\{z} ja T on vordse voimsusega, konstruee-
rides iiksiithese vastavuse nende vahel. Olgu s € S\{z}. Eespool me
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juba niitasime, et leidub e € M, mis on tipuga s intsidentne. Ti-
pule s seame vastavusse serva e teise otstipu, eespool (juht (i)) me
juba néitasime, et see tipp kuulub hulka 7. On ilmne, et hulga S\{z}
erinevatele elementidele seatakse niiviisi vastavusse hulga T erinevad
elemendid, seega |S\{z}| < |T|.

Olgut € T. Siis deg,;(t) = 1, sest vastasel juhul oleks M-vahelduv
ahel P tipust z tippu t M-laienev ning see ldheks vastuollu Berge’i
teoreemiga. Tipule ¢t seame vastavusse temaga intsidentse serva e € M

teise otstipu s, siis x L 1% s on M-vahelduv ahel tipust z tippu s.
Tlmselt s # x ja hulga T erinevatele elementidele seatakse vastavusse
hulga S erinevad elemendid. Seega |T| < |S\{z}|.

Me oleme konstrueerinud sellise hulga S C X, et |[N(S)| = |S|—1.
See on vastuolus teoreemi eeldustega. |

Jareldus 7.3. Kui G on regulaarne kahealuseline graaf, mis ei
ole nullgraaf, siis leidub selles graafis tdielik kooskdla.

Tdestus. Olgu X ja Y graafi G alused, kusjuures G regulaarsusest
(s.t. koigi tippude aste on sama) jireldub |X| = |Y]. Tdepoolest,
kahealuselises graafis kehtib vordus > deg(z) = > deg(y) ning

reX yey
kui G on regulaarne, siis on see vordus sama, mis |X| -k = Y|k,
kus k£ > 0 on koigi tippude iihine aste.

Kui § C X ning e € E(G) on méne hulka S kuuluva tipuga
intsidentne, siis on e ka mone hulka N(S) kuuluva tipuga intsident-
ne. Jarelikult > deg(x) < > deg(y) ehk |S| -k < |N(S)| -k ja

z€s yeN(S)
|S| < |N(S)|. Vastavalt Halli abieluteoreemile leidub graafis G koos-
kola M nii, et iga x € X jaoks kehtib deg,,(x) = 1. Et hulgas Y on
sama palju tippe kui hulgas X, siis peab ka iga y € Y jaoks kehtima
deg,,(y) = 1, seega on M tiielik kooskola. O

7.3. Konigi teoreem
Kooskolaga mingis mottes duaalne moiste on kate. Graafi G kat-
teks nimetatakse sellist tippude hulka K C V(G), et graafi G iga

serva moni otstipp kuulub hulka K. Katet K nimetatakse minimaal-
seks siis, kui tema voimsus on vahim voimalik.
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Lemma 7.4. Kui M on graafi G mingi kooskéla ja K sellesa-
ma graafi mingi kate, siis |M| < |K|. Kui |M| = |K|, siis on M
maksimaalne kooskola ja K minimaalne kate.

Toestus. Iga e € M jaoks leidub mingi v € K, nii et v on e
otstipp. Kooskola definitsiooni tottu peavad seejuures hulga M eri-
nevatele servadele vastama erinevad tipud. Seega |M| < |K|. Lemma
teine viide jireldub otseselt esimesest (ning maksimaalse kooskola ja
minimaalse katte definitsioonist). (]

Teoreem 7.5 (Ko6nig). Kui G on kahealuseline graaf, siis koi-
gi tema maksimaalsete kooskolade ja minimaalsete katete voimsused
osutuvad vordseteks.

Toestus. Olgu X ja Y graafi G alused ning M tema mingi mak-
simaalne kooskola. Me konstrueerime graafi G sellise katte K, mille
korral |M| = |K]|.

Olgu U C X selliste tippude u € X hulk, nii et deg,,(u) = 0. Pa-
neme tihele, et M voimsus on vordne X\U voimsusega — iga hulka
X\U kuuluv tipp on intsidentne mone hulka M kuuluva servaga ja
rohkem servi M ei sisalda. Olgu Z selliste tippude v € V(G) hulk,
mille korral leidub mingi v € U jaoks M-vahelduv ahel tipust u tippu
v.0lgu S = ZNX jaT = ZNY. Taiesti analoogiliselt Halli abi-
eluteoreemi toestusega saame niitUd toestada, et kehtivad vordused
N(S) =T ja |S\U| =|T).

Kui K = T U (X\S), siis K on kate. Tdepoolest, oletame, et
serva e € FE(G) kumbki otstipp ei kuulu hulka K. Sel juhul kuulub
e alusest X périnev otstipp hulka S ning alusest Y périnev otstipp
w hulka Y'\T. Jarelikult kuulub w € Y'\T hulga S naabrusse, mis on
aga vastuolus tilaltoestatud vordusega N(S) = T.

Katte K voimsus avaldub kujul

[K| = [T]+ |X\S] = [S\U] + |X\S| = |[X\U| = [M]

(eelviimane vordus kehtib U C S C X tottu). Lopuks jireldub lem-
mast 7.4, et kate K on minimaalne kate. O
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7.4. Tutte’i teoreem

Jargmisena anname iihe tarviliku ja piisava tingimuse tiieliku
kooskola leidumiseks (iildises) graafis. Tdhistagu odd(G) graafi G
paarituarvulise tippude arvuga sidusate komponentide arvu.

Teoreem 7.6 (Tutte). Graafis G = (V, E) leidub tdiielik kooskola
parajasti siis, kui iga S CV jaoks kehtib odd(G\S) < |S|.

Tdestus. Tarvilikkuse (=) néitamiseks eeldame, et M on graafi G
téielik kooskodla ning S C V. Olgu Gy,...,Gy graafi G\S paaritu-
arvulise tippude arvuga sidusad komponendid. Igas komponendis G;
leidub vdhemalt {iks selline tipp v;, et serva e; € M, mille iiheks ots-
tipuks on v;, teiseks otstipuks oleks mingi s; € S. Et M on kooskodla,
siis on erinevate tippude v; jaoks vastavad tipud s; samuti erinevad.
Seega peab hulgas S olema vihemalt k tippu.

Piisavuse (<) niitamiseks oletame véitevastaselt, et iga S C V
jaoks kehtib odd(G\S) < | 5], aga graafis G ei leidu téielikku kooskola.
Kui me votame S = (), siis saame, et odd(G) = 0, seega on graafis
G paarisarv tippe. Lisame graafile G mingil viisil servi senikaua, kuni
saame mingi graafi G*, millel ei ole tdielikku kooskola, aga kui me talle
veel mone serva lisaksime, siis sellel graafil juba oleks téielik kooskola.
Et taisgraafis Ky, leidub téielik kooskola, siis pole G* téisgraaf.

Mudugi kehtib ka graafis G* iga tipuhulga S C V jaoks vorratus
odd(G*\S) < |S|, sest

e graaf G*\S on saadud graafile G\\S mingil viisil servi lisades;

e graafile mingil viisil servi lisades ei saa odd(-) suureneda —
serva lisades voivad sidusad komponendid kas samaks jadda voi
voib kahest komponendist {iks saada. Seejuures saab kahest paa-
risarvulise tippude arvuga komponendist paarisarvulise tippude
arvuga komponent (kusjuures odd(:) ei muutu), kahest paari-
tuarvulise tippude arvuga komponendist paarisarvulise tippude
arvuga komponent (odd(-) viiheneb kahe vorra) ning paaris- ja
paarituarvulise tippude arvuga komponendist paarituarvulise
tippude arvuga komponent (odd(:) ei muutu).

Olgu U koigi selliste tippude v € V hulk, mis on graafis G* ser-
vaga ithendatud koigi iilejadnud tippudega. Ilmselt on tipuhulga U
indutseeritud alamgraaf graafis G* tédisgraaf.
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Vaatleme graafi G*\U sidusaid komponente. Selgub, et koik need
komponendid ei saa olla téisgraafid. Toepoolest, kui G*\U koik si-
dusad komponendid oleksid téisgraafid, siis saaksime graafis G* konst-
rueerida téieliku kooskola jargmisel viisil:

e Graafi G*\U paarisarvulise tippude arvuga sidusates kompo-
nentides korraldame téieliku kooskola iga sellise komponendi
piires.

e Graafi G*\U paarituarvulise tippude arvuga sidusates kompo-
nentides korraldame ,peaaegu téieliku“ kooskola nende kompo-
nentide piires — igast komponendist iiks tipp jadb ilma paari-
liseta, tilejddnud tipud jagame paarideks.

e Eelmisel sammul graafi G*\U paarituarvulise tippude arvuga si-
dusates komponentides G, .. ., Gy iilejdanud tipud seame paari
mingite (suvaliste) tippudega w1, ..., ur € U. Saame seda teha,
sest k = odd(G*\U) < |U| ning uq, ..., u on ithendatud koigi
iilejddnud tippudega.

e Hulga U\{uy,...,ux} tipud seame mingil viisil omavahel paari-
desse. See on voimalik, sest need tipud on koik omavahel iihen-
duses ja neid on paarisarv (me juba nigime, et graafis G* on
paarisarv tippe).

Seega peab graafis G*\U leiduma mingi sidus komponent H, mis
ei ole téisgraaf. Sel juhul sisaldab H vdhemalt kolme tippu, sest iihe-
ja kahetipulised graafid on koik kas mittesidusad voi taisgraafid.

Olgu H' graafi H maksimaalse tippude arvuga téisalamgraaf. Siis
leiduvad tipud z € V(H)\V(H') ning y € V(H’) nii, et y ja z on
omavahel servaga ithendatud. Kui selliseid tippe ei leiduks, siis oleks
H’ omaette sidus komponent.

Olgu « € V(H') selline tipp, et x ja z ei ole omavahel servaga
ithendatud. Kui niisugust tippu ei leiduks, siis peaks ka z graafi H’
tipp olema, seega ei oleks H' siis maksimaalse tippude arvuga.

Olgu w € V\U selline tipp, et y ja w el ole omavahel servaga
ithendatud. Niisugune w peab leiduma, sest y ei ole ithendatud graafi
G™ koigi tippudega — vastasel juhul kuuluks ta ise hulka U. Tippude
x, Y, z ja w asendit ja nendevahelisi servi illustreerib joonis 7.1.
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Joonis 7.1. Tipud y, z, x ja w Tutte’i teoreemi toestuses.

Et graafile G* iikskGik millise serva lisamisel leidub temas téie-
lik kooskdla, siis leidub téielik kooskola M graafis G* + e;., kus
ez = {x, 2z}, ning samuti téielik kooskola M, graafis G* + ey, kus
Cyw = {y’ w}

Olgu G = (V, E'), kus E' % (My\Ms) U (Mz\My), s.t. graaf G’
sisaldab graafi G* koiki tippe ja koiki selliseid servi, mis kuuluvad
téapselt tihte hulkadest M ja Ms. Kui v € V| siis on degp (v) voima-
likud vaartused ainult kas 0 voi 2. Toepoolest, leidub tépselt iiks serv
e1 € My ja tdpselt iiks serv es € Ms, mis on intsidentnsed tipuga
v. Kui e; = ey, siis ei ole see serv graafis G’ ja degp (v) = 0. Kui
e1 # eq, siis e; € My ja eo € My (muidu poleks My voi My kooskola)
ning seetottu on nii eq kui ka eg graafi G’ servad ja degp, (v) = 2.

Kui tippude astmete voimalikeks vadrtusteks on ainult 0 ja 2,
siis sellise graafi sidusatel komponentidel on kaks voimalikku kuju
— isoleeritud tipud ja tsiiklid. Graafis G’ olevates tsiiklites esinevad
vaheldumisi servad hulkadest M; ja M5, muuhulgas tdhendab see, et
graafi G’ koik tsiiklid on paarisarvulise pikkusega.

On selge, et ey, € M; ja ey € Ma, sest muidu oleks M; voi
vastavalt M juba graafi G* téielik kooskola, aga meie eeldasime, et
graafil G* ei ole téielikke kooskolasid.

Vaatleme graafi G’ neid sidusaid komponente (tsiikleid), kuhu
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G* iilejadnud servad

Joonis 7.2. Tsiikkel, mis sisaldab serva ey,,, aga mitte serva e .

kuuluvad servad ez, ja ey,. On kaks voimalust — nad asuvad kas
samas sidusas komponendis voi erinevates sidusates komponentides.

Vaatleme koigepealt juhtu, kus servad e, ja ey, asuvad erineva-
tes sidusates komponentides. Olgu C graafi G’ tsiikkel (sidus kom-
ponent), mis sisaldab serva ey, (vaata ka joonist 7.2). Téhistagu
Ve C V koigi nende tippude hulka, mida tsiikkel C' 1dbib. Olgu G
graafi G* indutseeritud alamgraaf tipuhulgaga V. Me néitame, et nii
graafis G, kui ka graafis G*\V¢ leidub téielik kooskola. See aga on
vastuolus meie eeldustega, sest nende kahe téieliku kooskola {thend
annab meile téieliku kooskola graafis G*.

o Tiéielikuks kooskolaks graafis G'f; on téieliku kooskola M; koi-
gi nende servade hulk, mis kuuluvad tsiiklisse C. Tdepoolest,
tsiikli C' iga tipp on ju intsidentne tépselt tthe hulka M; kuu-
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luva servaga. Samuti on koik hulka M; kuuluvad servad, mis
asuvad tsiiklis C', iihtlasi ka graafi G* servad, sest et serv e, ei
asu tsiiklis C'.

o Tiielikuks kooskolaks graafis G*\Ve on téieliku kooskola My
koigi nende servade hulk, mis ei kuulu tsiiklisse C'. See jiareldub
sellest, et Ms koigi nende servade hulk, mis ei kuulu tsiiklisse
C, on téielikuks kooskdlaks graafis (G* + ey,,)\ Ve, see graaf on
aga vordne graafiga G*\Ve (sest y,w € V).

Vaatleme niitid juhtu, kus servad e, ja ey, asuvad molemad
graafi G’ sidusas komponendis (tsiiklis) C. Olgu V¢ ja G, defineeri-
tud samamoodi nagu eelmisel juhul. Me konstrueerime taas téielikud
kooskolad graafides G§ ja G*\ V¢ ning jouame vastuoluni — téieliku
kooskolani graafis G*.

Téielikuks kooskolaks graafis G*\ Ve on taas téieliku kooskola My
koigi nende servade hulk, mis ei kuulu tsiiklisse C', pohjendus on sa-
ma, mis eelmisel korralgi (tegelikult oleksime me voinud My asemel
kasutada ka tédielikku kooskola My ).

Tsiiklit C ja graafi G§ illustreerib joonis 7.3 (W7 ja Wy definee-
rime hiljem). Nagu jooniselt ndeme, voivad tipud z, y, z ja w esine-
da selles tsiiklis kahes pohimdtteliselt erinevas jirjekorras (,pShimot-
teliselt erinev* tdhendab, et pole teineteisest saadavad nihutamiste
ja peegeldamiste teel), need jirjekorrad on (y,w, z,x) ja (y,w,x, 2).
Oma edasises arutelus me eeldame, et jirjekorraks on (y, w, z, ). Saa-
maks arutelu jirjekorra (y, w, x, z) jaoks, tuleks meil edaspidises ki~
sitluses lihtsalt koikjal x ja z &dra vahetada.

Olgu W7 C Vi tipuhulk, kuhu kuuluvad y, w ja koik neile tsiiklit
C selles suunas (y — w — ---) lidbides jirgnevad tipud, kuni tipuni
z (kaasa arvatud).

Olgu Wy = Ve\Wy ning GY, kus ¢ € {1,2}, graafi G* indutsee-
ritud alamgraaf tipuhulgaga W;. Konstrueerimaks téielikku kooskola
graafis G, piisab, kui konstrueerime téielikud kooskolad graafides G}
ja G5; nende kooskolade ithend on téielik kooskola graafis G..

Taielikuks kooskolaks graafis G5 on tiieliku kooskola My koigi
selliste servade hulk, mis on mone hulka W5 kuuluva tipuga intsi-
dentsed.

Téielikuks kooskolaks graafis G on téieliku kooskdla M koigi sel-
liste servade hulk, mis on mone hulka W5 kuuluva tipuga intsidentsed,
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G* iilejaanud servad

Joonis 7.3. Tsiikkel C, mis sisaldab servi e, ja eyqy-

ning millele lisaks on veel voetud serv tippude y ja z vahel. Serv y ja
z vahel leidub vastavalt nende tippude valikule (joonis 7.1). Sellega
oleme konstrueerinud téieliku kooskola graafis G¢, ning ka graafis G*,
mis annabki soovitud vastuolu. (]

Ulesanded

Ulesanne 55. Antud n-jirku ruutmaatriksi A = (ai;) permanendiks
nimetame suurust

per(A) = Z A1r(1)A27(2) " " Anm(n)s
TESy
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kus S,, on n-elemendilise hulga siimmeetriline rithm. Utleme, et ruut-

maatriks P on permutatsioonimaatriks, kui tema igas reas ja igas

veerus on tépselt iiks 1 ning koik iilejisinud elemendid on nullid. Ut-

leme, et maatriks A on bistohhastiline, kui koik tema elemendid on

mittenegatiivsed ja koigi ridade ning koigi veergude summad on 1.
Olgu A bistohhastiline (ruut)maatriks. Toesta, et siis

1. per(A) # 0;

2. A avaldub kujul A = ;P + ...+ x,.P,, kus x; on mittenega-
tiivsed, 1 + ...+ x, = 1 ja koik maatriksid P; on permutat-
sioonimaatriksid.

Ulesanne 56. Olgu (X, Xs,...,X,) hulga X alamhulkade pere.
Siis nimetame vektorit (z1,xa,...,x,) selle pere transversaaliks ehk
erinevate esindajate komplektiks, kui iga ¢ korral z; € X; ja koik
elemendid x; on erinevad.

Olgu (X1, Xs,...,X,) hulga X ={1,2,...,n} alamhulkade selli-
ne pere, et iga ¢ korral | X;| = k ja hulga X iga element kuulub téipselt
k alamhulka. Toesta, et

1. sellel perel leidub transversaal;
2. sellel perel leidub k loikumatut transversaali.

Ulesanne 57. Olgu m ja n positiivsed tiisarvud, kusjuures m < n.
Ladina ristkilik on (m x n) maatriks M = (m;;), mille elemendid on
tdisarvud, mis rahuldavad jargmisi tingimusi:

(a) 1 <my; <,
(b) tiheski reas ega iiheski veerus ei ole kaht vordset elementi.

Kui m = n, siis nimetatakse seda ristkiilikut ladina ruuduks.
Toesta, et ladina ristkiilikule M saab lisada n — m rida nii, et
moodustuks ladina ruut.

Ulesanne 58. Olgu m ja n positiivsed téisarvud. Hulk {1,2,...,mn}
on tiikkeldatud hulkadeks Ay, Ag, ..., A, kus |A;| =m,i=1,2,...,n.
Toesta, et iga teise samasuguse tiikelduse By, Bs, ..., B, korral saab
hulgad Bi, Bs,...,B, nii iimber nummerdada, et A, N B; # (),
i1=1,2,...,n.
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Ulesanne 59. Kaks mustkunstnikku néitavad jargmist trikki. Esi-
mene mustkunstnik 1dheb ruumist vélja. Teine mustkunstnik votab
paki 100 kaardiga, mis on nummerdatud arvudega 1,2, ...,100, ja la-
seb kolmel pealtvaatajal jirgemooda valida igaiihel iithe kaardi. Teine
mustkunstnik néeb, millise kaardi iga pealtvaataja on votnud. Seejé-
rel lisab ta iihe kaardi iilejadanud pakist. Pealtvaatajad segavad need
neli kaarti, kutsuvad esimese mustkunstniku tagasi ja annavad se-
gatud kaardid talle. Esimene mustkunstnik vaatab neid nelja kaarti
ning moistatab dra, millise kaardi vottis esimene, millise teine ja mil-
lise kolmas pealtvaataja.
Toesta, et mustkunstnikud saavad seda trikki teha.

Ulesanne 60. Kaks mustkunstnikku néitavad jargmist trikki. Esime-
ne neist palub iihel pealtvaatajal valida bridzikaartide pakist (52 kaar-
ti) viis kaarti ja anda need talle, niitamata neid teisele mustkunstni-
kule. Seejdrel annab esimene mustkunstnik neist viiest kaardist iiks-
teise jérel neli tiikki teisele mustkunstnikule. Teine mustkunstnik ar-
vab seejérel viienda kaardi &ra.

Toesta, et mustkunstnikud saavad seda trikki teha.

Ulesanne 61. (,Haaremiprobleem®) Olgu G' = (X UY, E) kahealu-
seline graaf alustega X ja Y. Olgu k € N. Niita, et graafis G leidub
servade hulk M C E omadusega

Ve e X :degy(z) =k

Vy €Y :degy(y) <1
parajasti siis, kui iga alamhulga S C X korral & - |\S| < |N(5)].
Ulesanne 62. Olgu (Xi,...,X,) hulga X alamhulkade pere ning

(x1,...,2n) ja (y1,...,yn) selle pere kaks transversaali. Niita, et iga
i€{1,...,n} korral leiduvad j € {1,...,n} jaz},...,2,, € X nii, et
y,...,x)) on pere (X1,...,X,) transversaal ja
1 n J
{2, 2} ={z1, . . w1, Tk, T, Y )
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8. Graafi servade varvimine

Olgu meil antud silmusteta graaf G = (V, E). Peale selle olgu an-
tud graafi G kooskolad My, ..., M}, mis moodustavad servade hulga
E tiikelduse.

Vajadus selliseid servade hulka tiikeldavaid kooskolasid konstruee-
rida tekib néiteks jargmisel juhul. Olgu X mingi toodete hulk ning
olgu Y mingi t66pinkide hulk. Vaatame kahealuselist graafi alustega
X jaY, kusserve € X jay €Y vahel tdhendab, et toote x valmista-
misel tuleb mingil ajal kasutada pinki y. Eeldame, et itht toodet voib
pinkidel toodelda iikskoik mis jéarjekorras. Samuti eeldame, et koigi
tootlemiste ajakulu on 1 ajaiihik.

Kooskolade hulk My, ..., My sellel graafil kujutab siis endast t66-
plaani — kui serv, mis iihendab toodet = ja to6pinki y, kuulub koos-
kolla M, siis tdhendab see seda, et ajahetkel ¢ tuleb toodet x to6delda
pingil y.

Antud graafi G = (V, E) korral huvitab meid, milline on mi-
nimaalne selline k, et leiduks servahulga FE tiikeldus kooskoladeks
My, ..., My. Seda minimaalset k viidrtust tdhistame siimboliga x'(G)
ja nimetame graafi G kromaatiliseks arvuks servade jdrgi.

Sama probleemi saab ka teisiti sonastada (ja see sonastus selgitab,
miks siimbolit x'(G) just niimoodi nimetatakse). Silmusteta graafi
G = (V, E) servade virvimisviisiks k véirvige nimetatakse funktsioo-
ni v graafi servade hulgast E hulka {1,...,k}. Virvimisviisi v ni-
metatakse korrektseks, kui ei leidu tippu v € V ja servi e;,es € E
nii, et e; ja es on intsidentsed tipuga v ning y(e1) = v(e2). Graafi
G kromaatiline arv servade jérgi on siis viahim selline k, mille puhul
leidub G servade korrektne virvimisviis k virviga. Téhistus x’ tuleb
kreekakeelsest sonast ypwpua — vérv (tdhistust x kasutame tippude
vérvimise juures).

Téhistagu A(G) graafi G tippude maksimaalset astet. On ilm-
ne, et X'(G) = A(G), sest koik maksimaalse astmega tipuga int-
sidentsed servad peavad olema eri vérvi. Jirgnevas me néitame, et
kahealuselise graafi G korral x’'(G) = A(G) ning lihtgraafi G korral
X'(G) < A(G) + 1.

Teoreem 8.1. Kui G on kahealuseline graaf, siis X' (G) = A(G).

Toestus. Olgu X ja Y graafi G = (V, E) alused. Eeldame, et
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|X| = |Y]; kui see nii ei ole, siis lisame viiksema voimsusega alu-
sele niipalju uusi tippe, et aluste voimsused vordsustuksid.

Olgu k = A(G). Jirgmise sammuna muudame graafi G k-regu-
laarseks. Kui ta seda veel ei ole, siis leidub mingi tipp = mingis aluses
(iildisust kitsendamata eeldame, et aluses X) nii, et deg(z) < k. Siis
peab ka aluses Y leiduma mingi tipp y nii, et deg(y) < k, sest tippude
astmete summa ithes aluses on vordne astmete summaga teises aluses
ning molemas aluses on iihepalju tippe. Lisame graafile G serva, mis
ithendab tippe x ja y. On selge, et kui graaf G on pérast selle serva
lisamist vérvitav k vérviga, siis oli ta ka enne lisamist varvitav k
varviga. Kordame seda operatsiooni senikaua, kuni oleme tulemuseks
saanud k-regulaarse graafi.

Vastavalt jareldusele 7.3 leidub regulaarses kahealuselises graa-
fis taielik kooskola. Olgu M; meie k-regulaarse kahealuselise graafi
G = (V,E) mingi téielik kooskola. Vaatleme graafi (V, E\M;), mis
on (k — 1)-regulaarne kahealuseline. Jarelikult leidub ka temas mingi
talelik kooskdla My ning graaf (V, E\(M; U Mz)) on (k — 2)-regu-
laarne kahealuseline. Neid samme jitkates tiikeldame servade hulga
E 16puks téielikeks kooskoladeks My, ..., M. See k ehk A(G) téie-
likku kooskola sisaldav tiikeldus annabki meile G servade korrektse
varvimisviisi A(G) vérviga. O

Vaatleme niiiid suvalisi lihtgraafe. Koigepealt sonastame me {ihe
iipris tehnilise (ja ehk isegi kunstilikuvéitu) lemma. Sellest lemmast
jareldub kohe tulemus, mida me kéesoleva peatiiki alguses nédidata
lubasime.

Lemma 8.2. Olgu G = (V, E) lihtgraaf, k € N ning v € V selline
tipp, et

(i) v ja koigi tema naabertippude aste on tlimalt k;
(ii) tipul v on tlimalt ks naabertipp, mille aste on tdpselt k.

Sel juhul, kui graafis G\v leidub servade korrektne virvimisviis k vdr-
viga, siis ka graafis G leidub servade korrektne vdrvimisviis k vdrviga.

Teoreem 8.3 (Vizing). Kui G on lihtgraaf, siis
A(G) < X'(G) < AG) + 1.
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Tdestus. Seda, et A(G) < x'(G), oleme me juba ndidanud. Vorra-
tuse x'(G) < A(G)+1 toestamiseks toestame induktsiooniga tippude
arvu jirgi vorratuse x'(G') < A(G) + 1, kus G’ on graafi G mingi
indutseeritud alamgraaf.

Kui graafis G’ on ainult iiks tipp, siis loomulikult leidub G’ servade
korrektne virvimisviis A(G)+ 1 virviga. Oletame niiiid, et graafis G’
on enam kui iiks tipp, ning olgu v graafi G’ mingi tipp. Kui valida
k = A(G) + 1, siis on graafis G’ tipu v jaoks lemma 8.2 eeldused (i)
ja (i) triviaalselt tdidetud — tipu v ja tema naabrite astmed ei ole
suuremad kui A(G). Induktsiooni tarvis oletame, et G'\v on vérvitav
A(G)+1 virviga. Lemma 8.2 kohaselt on siis ka G’ virvitav A(G)+1
vérviga. O

Lemma 8.2 tBestus. Lemma toestatakse induktsiooniga k jérgi.
Kui k£ = 1, siis ka deg(v) < 1 ja kui deg(v) = 1, s.t. tipul v on naa-
bertipp u, siis on ka selle naabertipu aste 1. Seega kas v on graafis
G isoleeritud tipp, voi on graafi G tippu v sisaldav sidus komponent
kujul u — v. Esimesel juhul on graafidel G\v ja G samad servad ning
G\v servade korrektne virvimisviis 1 véirviga on iihtlasi ka G servade
korrektne vérvimisviis 1 vérviga. Teisel juhul saame G servade kor-
rektse vérvimisviisi G\v servade korrektsest virvimisviisist, kui me
lisaks vérvime tippude u ja v vahelise serva ainsama véarviga.

Olgu k > 1. Uldisust kitsendamata voime eeldada, et tipu v aste
on tépselt k, et tipul v on tépselt {iks naaber, mille aste on tépselt k,
ning et tipu v koigi iilejddnud naabertippude aste on tépselt k — 1.
Toepoolest, kui mone tipu v’ (kus v’ on kas v voi v naabertipp) aste
on eeldatust viiksem, siis lisame graafile G uue tipu v ning uue serva
{u,v'}, millega tipu v aste suureneb iihe vorra. On ilmne, et kui enne
uue tipu ja serva lisamist oli graafil G\v servade korrektne virvimis-
viis k virviga, siis on tal selline varvimisviis ka pérast. Samuti on
ilmne, et me ei ja&d graafi G sel viisil lopmatuseni tédiendama.

Olgu v graafi G\v servade mingi korrektne viirvimisviis k viirviga.
Olgu X;, kus i € {1,...,k}, tipu v selliste naabrite (graafis G) v’
hulk, et graafis G\v ei leidu tipuga v’ intsidentset serva e, mille korral
~v(e) = i (sellises olukorras me iitleme, et vérv i ei esine tipus v’).
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Formaalselt v6ib selle definitsiooni esitada kujul

X, &f v eV, {vd}e B, eV\{v}:

{v,v"} € EAy({v',0"}) =i} .

Tipu v ithe naabri aste graafis G\v on k — 1, see tipp kuulub tép-
selt iihte hulkadest X;. Tipu v iilejadnud naabrite aste selles graafis
on k — 2, need tipud kuuluvad igaiiks tépselt kahte hulkadest Xj;.
Kokkuvottes saame

k
D IXi| =2deg(v) —1=2k—1<2k . (8.1)
i=1

Jargmise sammuna néitame, et virvimisviisi v saab alati valida
niiviisi, et oleks

Vi,je{l,... .k} |IXi| - [X;]] <2 . (8.2)

Toepoolest, see viide kehtib néiteks koigi selliste varvimisviiside -y
jaoks, mille puhul Zle |X;|? on minimaalne voimalikest. Oletame
viitevastaselt, et mingi v puhul on see summa minimaalne, aga lei-
duvad vérvid ¢ ja j, nii et |X;| > |[X;| + 2. Vaatleme graafi G\v
alamgraafi H, millel on sama tipuhulk ning mille servadeks on tép-
selt need graafi G\v servad e, mille jaoks v(e) = i vdi v(e) = j.
Graafis H on koigi tippude astmed kas 0, 1 voi 2, seega on graafi H
sidusad komponendid koik kas isoleeritud tipud, ahelad voi tsiiklid.

Paneme téhele, et kui me varvimisviisi v sel viisil muudame, et
valime vilja graafi H iihe sidusa komponendi H’' ning , vahetame®
sellesse komponenti kuuluvate servade virvid (s.t. kui mingi serv oli
enne varvitud véarviga ¢, siis on ta pérast vérvitud vérviga j ja vas-
tupidi), siis on ka saadav virvimisviis 7/ korrektne. Toepoolest, kui
mingi tipp ei kuulu komponenti H’, siis virvivad viisid -y ja 7’ temaga
intsidentsed servad iihtemoodi. Kui mingi tipp kuulub komponenti
H', siis on viisil v/ virvides selle tipuga intsidentseid servi, mis on
vérvi 4, sama palju, kui on viisil v véarvides selle tipuga intsidentseid
servi, mis on virvi j — s.t. iilimalt 1 (sest v on korrektne viirvimis-
viis). Samuti on virvimisviisis 4’ selle tipuga intsidentseid servi, mis
on virvi j, iilimalt 1. Muid virve kasutavad vérvimisviisid v ja v/
ithtemoodi.
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Olgu v" € X;\Xj, s.t. leidub tipuga v’ intsidentseid servi, mis on
varvitud varviga j, aga ei leidu intsidentseid servi, mis on véarvitud
vérviga ¢. Jarelikult leidub graafis H sidus komponent H’, mis on ahel
ning mille itheks otstipuks on v'. Et |X;| > | X}, siis on voimalik v’
valida sellisel viisil, et ahela H' teine otstipp v” ei kuulu hulka X ;\ X;
olgu v’ sellisel viisil valitud. Tipp v” kas ei ole tipu v naabertipp voi
kuulub ta hulka X;\X;.

Vahetame sidusasse komponenti H' kuuluvate servade viirvid. Sel-
lega me tostame tipu v hulgast X; hulka X ;. Kui v on tipu v naaber-
tipp, siis me tostame ka tema hulgast X; hulka X;. Rohkem muutusi
hulkades X7,..., X} ei toimu. Seega oleme me vihendanud suurust
| X;| the voi kahe vorra ning suurendanud suurust |X;| sama pal-
ju. Selline muutus véhendab suurust |X;|? 4+ |X;|?. Toepoolest, kui
z,y € Rjax —y > 2 siis

(-1 4+ @+ =2+ 2@ —y)+2<2?+y*—2-2+2,
(x—2°2+w+2°2 =4y —4z—y) +8<a?+y*—4.-2+8 .

Me oleme néidanud, et virvimisviis v on valitav nii, et (8.2) osutuks
toeseks; eeldame, et v on niimoodi valitud.

Vorratuste (8.1) ja (8.2) tottu kuuluvad koik suurused |X;|, kus
i € {1,...,k}, hulka {0,1,2} voi hulka {1,2,3}. Kui nad kuuluvad
hulka {1, 2,3}, siis peab leiduma moni ¢ nii, et |X;| = 1, sest muidu
ei kehtiks vorratus (8.1). Ka siis, kui nad kuuluvad hulka {0, 1,2},
peab leiduma moni 4, mille korral |X;| = 1, sest vorduse (8.1) ko-
haselt on kéigi hulkade X; voimsuste summa paaritu arv. Uldisust
kitsendamata eeldame, et |X;| = 1. Tdhistagu u hulga X ainsat
elementi.

Olgu graaf G’ saadud graafist G, eemaldades sealt serva {v,u}
ning koik servad e € E, mille korral y(e) = k. Neid servi eemaldades
vihendame me tipu v astet iithe vorra, tipu u astet {the vorra ning
ka tipu v iilejadnud naabertippude astet ithe vorra, sest iilejadnud
naabertippudel on igaiihel intsidentne serv, mille varvimisviis vy vér-
vib virviga k. Seega on graafis G’ tipu v aste k — 1. Samuti on v
koigi naabertippude aste graafis G’ iilimalt & — 1 ning v iilimalt iihe
naabertipu aste graafis G’ on tépselt k — 1.

Virvimisviis v, mis oli graafi G\v korrektne virvimisviis k vér-
viga, on iihtlasi graafi G’\v korrektne virvimisviis k — 1 vérviga.
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Toepoolest, graaf G'\v on saadud graafist G\v eemaldades sealt koik
servad, mis on varvitud varviga k.

Me oleme niidanud, et lemma 8.2 eeldused kehtivad graafi G/,
tipu v ja vérvide arvu k — 1 jaoks. Induktsiooni oletuse jérgi leidub
graafi G’ korrektne virvimisviis & — 1 viirviga. Olgu see vérvimisviis
~'. Graafi G korrektse virvimisviisi k viirviga saame virvimisviisist
~' nii, et koik servad e € E, mille korral y(e) = k, virvime vérviga k
ning serva {u, v} virvime samuti virviga k. O

Ulesanded

Ulesanne 63. Leia \/(K,), X'(P,) ja X' (Cy).

Ulesanne 64. Niita, et paaritu arvu tippudega regulaarse mitte-
nullgraafi G jaoks x'(G) = A(G) + 1.

Ulesanne 65. Niita, et x/(Pet) = 4 (vt. iilesannet 1.8).

Ulesanne 66. Niita, et 3-regulaarses Hamiltoni graafis G on x'(G)
vordne kolmega.

Ulesanne 67. Niita, et kui graafi G servad on k virviga korrektselt
vérvitavad, siis on nad k varviga varvitavad ka sellisel viisil, et servade
arvud, mis on ithe voi teise varviga varvitud, tiksteisest rohkem kui
ithe vorra ei erine.

Ulesanne 68. Kirjelda lihtsat algoritmi puu servade virvimiseks vi-
hima voimaliku arvu virvidega.

Ulesanne 69. Graaf G on y/-kriitiline siis, kui x'(G) = A(G) + 1
ja G suvalise serva eemaldamisel saadava graafi servi saab vérvida
véiksema arvu véarvidega.

1. Leia 5-tipuline x’-kriitiline graaf, mille korral A(G) = 3.
2. Milliste n vidrtuste korral on K,, x’-kriitiline?

Ulesanne 70. Olgu G = (V,E) lihtgraaf ja olgu S C V kéigi
selliste tippude v hulk, kus deg(v) = A(G). Olgu G[S] graafi G
alamgraaf, mille indutseerib tipuhulk S. Néita, et kui G[S] on mets,
siis X'(G) = A(G).
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9. Kilikid ja soltumatud hulgad

Sissejuhatuseks vaatleme jédrgmist iilesannet. Toestada, et igal
peol, kus on vdhemalt kuus inimest, leidub alati kas

e kolm inimest, kes koik tunnevad iiksteist, voi siis
e kolm inimest, kes ei tunne iiksteist.

Graafiteooria terminitesse iile minnes voib olukorda kirjeldada nii.
Olgu V peol olevate inimeste hulk ja £ C V x V binaarne relatsioon
hulgal V| nii et iga kahe inimese u,v € V korral {u,v} € FE parajasti
siis kui v ja v tunnevad teineteist.

Lihtgraafi G tippude alamhulka S C V(G) nimetatakse klikiks,
kui iga kahe tipu w,v € S jaoks, kus u # v, leidub graafis G serv
nende kahe tipu vahel. Alamhulka S C V' (G) nimetatakse soltumatuks
hulgaks siis, kui iithegi kahe hulka S kuuluva tipu vahel ei ole graafis G
serva. Asjaesitatud viide pidude kohta on viljendatav graafiteoorias
jirgmise teoreemina.

Teoreem 9.1. Iga suunamata lihtgraaf G = (V, E), kus |V | > 6,
sisaldab indutseeritud alamgraafina vihemalt ihte graafidest K3 (kol-
metipuline tdisgraaf) ja Os (kolmetipuline nullgraaf), s.t. sisaldab kas
kolme-elemendilist klikki vou siis kolme-elemendilist soltumatut hulka.

Tdestus. Olgu v € V mingi suvaline tipp, N(v) = {u| {u,v} € E}
tipu v naabrite hulk ja N(v) = {u|u # v, {u,v} ¢ E} tipu v mitte-
naabrite hulk. Peale tipu v leidub graafis G veel viihemalt viis tippu,
mistottu kas

a) |N(v)| > 3, vai siis
b) [N(v)| > 3.

Juhul a) vaatleme indutseeritud alamgraafi tipuhulgaga N (v) ja kahte
esineda saavat voimalust.

al) Iga kahe tipu w,w € N(v) korral {u,w} ¢ E. Siis on N(v)
soltumatu hulk, milles on vidhemalt kolm tippu.

a2) Leiduvad tipud u,w € N(v), nii et {u, w} € E. Sel juhul on aga
{u,v,w} kolme-elemendiline klikk.

71



Juhul b) vaatleme indutseeritud alamgraafi tipuhulgaga N (v) ja kahte
esineda saavat voimalust.

bl) Iga kahe erineva tipu u,w € N(v) korral {u,w} € E. Siis on

N (v) klikk, milles on viihemalt kolm tippu.

b2) Leiduvad erinevad tipud u,w € N(v), nii et {u,v} € E. Siis aga
on {u,v,w} kolme-elemendiline séltumatu hulk.

Teoreem on toestatud. O

Teoreemist 9.1 tulenevalt voib tekkida uus ja iildisem kiisimus:
,Kas koigi positiivsete tédisarvude k ja ¢ korral leidub tiisarv r(k, £)
nii, et iga graaf G = (V. E), kus |V| > r(k, ), sisaldab indutsee-
ritud alamgraafina kas k-elemendilist klikki (s.t. K — G) voi siis
l-elemendilist soltumatut hulka (s.t. Op — G)7* Osutub, et vastus
sellele kiisimusele on jaatav. Kiisimuse tostatas (ja ka vastas) esime-
sena Ramsey. Nii tekkis Ramsey teooria.

NB! Edaspidi eeldame, et r(k, £) on viihim selline positiivne tiisarv
r, mis rahuldab tingimust ,K; — G v6i Oy — G iga suunamata
lihtgraafi G = (V, E) korral, kus |V| > r“. Arve r(k, {) nimetatakse
Ramsey arvudeks.

Lemma 9.2. Koigi positiivsete tdaisarvude k ja £ korral
r(1,6) =r(k,1) =1, r(2,0) =¥ jar(k,2) = k.

Tdestus. Iga graaf, kus on viahemalt iiks tipp, sisaldab alati iihe-
elemendilist klikki ja ithe-elemendilist s6ltumatut hulka. Seega r(1,¢) =1
jar(k,1)=1.

Olgu G = (V, E) mingi ¢-tipuline graaf. On selge, et kui leiduvad
tipud w,v € V, nii et (u,v) € E, siis Ko — G. Kui aga (u,v) € F iga
kahe tipu u ja v korral, siis G on nullgraaf ja seega Oy, — G. Samas
on selge, et leidub (¢ — 1)-tipuline graaf, milles ei sisaldu ei K» ega
ka Oy. Selleks on Oy_1. Seega toepoolest (2, £) = £.

Olgu niitid G = (V, E) mingi k-tipuline graaf. On selge, et kui
leiduvad erinevad tipud w,v € V| nii et (u,v) € F, siis Oy — G. Kui
aga (u,v) € F iga kahe erineva tipu u ja v korral, siis on G téisgraaf
ja jarelikult Ky < G. Samas leidub (k — 1)-tipuline graaf Kj_1, mis
ei sisalda indutseeritud alamgraafina ei graafi Kj ega ka graafi O,.
Seega toepoolest r(k,2) = k. O
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Teoreemist 9.1 jireldub, et (3, 3) < 6. Samas leidub viie-tipuline
graaf, mis ei sisalda ei kolme-elemendilist klikki ega ka kolme-elemendilist
nullgraafi. Selleks sobib néiteks viie-elemendiline tsiikkel.

Teoreem 9.3 (Ramsey). Koigi tiisarvude k, £ > 2 korral kehtib
vorratus
r(k,0) <r(k—1,0)+rk (—1) .

Toestus. Kasutame induktsiooni summa k+ ¢ jérgi. Kui k+¢ = 4,
s.t. k = ¢ = 2, siis vastavalt lemmale 9.2

r(k ) =2=1+1=7r(1,2)+r(2,1) =r(k — 1,0) + r(k, £ — 1).

Oletame, et viide kehtib koigi niisuguste & ja ¢’ korral, et k'+¢' < k+£.
Olgu G = (V, E) graaf, milles on

Vi=rk-1,0)+r(kt—1)
tippu, ning v € V mingi suvaline tipp. On selge, et kas
a) |N(v)| = r(k—1,¢), voi siis
b) [N(v)| = r(k,¢— 1).

Juhul a) vaatleme indutseeritud alamgraafi G’ tipuhulgaga N (v). Vas-
tavalt induktsiooni oletusele on kaks voimalust:

al) Kji_1 — G’, millest jareldub et {v} U N(v) on k-tipuline klikk;
a2) Oy — G’, millest triviaalselt tuleneb, et ka Op — G.

Juhul b) vaatleme indutseeritud alamgraafi G” tipuhulgaga N (v).
Vastavalt induktsiooni oletusele on jélle kaks voimalust:

bl) O;_1 — G”, millest jireldub et {v} U N(v) on ¢-tipuline sdltu-
matu hulk;

b2) K — G”, millest triviaalselt tuleneb, et ka K} — G.

Teoreem on toestatud. O
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Jireldus 9.4. Kui k, ¢ > 2 ning r(k,£ — 1) ja r(k — 1,¢) on
molemad paarisarvud, siis

r(k,0) <r(k—1,0)+rkl—1)—1.

Tdestus. Olgu G = (V, E) graaf, milleson r(k—1,¢)+r(k,{—1)—1
tippu. Et tippude arv on paaritu ning vastavalt teoreemile 1.1 leidub
igas graafis paarisarv paaritu astmega tippe, siis peab vaadeldavas
graafis leiduma selline tipp v € V', millel on paarisarv naabreid. Et nii
|N(v)| kui ka |N(v)| on paarisarvud, siis kehtib taas iiks jargmistest
véaidetest: kas

a) |N(v)| = r(k—1,£), voi siis
b) [N(v)| = r(k,£—1).

Toestus jatkub identselt teoreemi 9.3 toestusega. 0

Teoreem 9.5. Koigi taisarvude k, € > 2 korral

k+£2>

r(k,e)g( i

Toestus. Kasutame induktsiooni k + ¢ jargi. Kui k = ¢ = 2, siis

r(k0) =2 = G) - <k2f12>

Olgu k, ¢ positiivsed tédisarvud ja kehtigu teoreemi viide koigi niisu-
guste k', ' korral, et k' + ¢’ < k + £. Siis vastavalt teoreemile 9.3

r(k, ) <r(k—1,0+rk—-1)<
k+0¢-3 kE+0-3 k+0—2
< + = ;
k—2 k—1 k—1

mis toestabki teoreemi. O

Jarelikult r(k, k) < (Qkk:f) < 2%k=3_ Jirgnev teoreem annab suu-

rusele r(k, k) ka alumise tokke.
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Teoreem 9.6 (Erdés). Kuik > 2, siis r(k, k) > 2F/2.

Toestus. Teoreemi véide on lihtsalt kontrollitav juhul k£ = 2, see-
tottu eeldame, et k > 3. Toestus on mittekonstruktiivne ja pohineb
niinimetatud toendosuslikul meetodil. Leidub téapselt 2(5) = 9™
paarikaupa mitteisomorfset margendatud n-tipulist graafi (iile mingi
fikseeritud mirgendite hulga M). Olgu G graaf, mis on nende hul-
gast juhuslikult valitud. Seejuures eeldame, et see valik on dhtlane,
s.t. igaiithel nendest 2(5) graafist on sama suur toendosus valituks
saada. Testame, et kui n < 2%/2, siis (klassikaline) toensiosus

P[K; — G voi Oy — G] < 1,
mistottu jireldame, et leidub n-tipuline graaf, mis ei sisalda alamgraa-

fina ei graafi K ega graafi Oy ja seega r(k, k) > 2/2.
Téepoolest, kui n < 25/2 ja k > 3, siis

Pl — C] < M<H>.2(;)<M<

ok?/2 . 9—=(5)  ok/2
k! R

<1
5

Et ka vorratus P[0y — G] < 1/2 on analoogiliselt toestatav, siis
saame, et

P[K; — G voi O — G] < P[Ky — G|+ P[0, — G] < 1,

mis toestabki teoreemi. O

Ramsey arvusid r(k, £) saab mitmel viisil iildistada. Siinkohal vaa-
tame neist iihte, mis tugineb sellele, et voime arvu r(k, £) defineerida
ka kui vihima arvu n, mille korral tdisgraafi K, servi iikskoik mis
viisil kahe vérviga vérvides leiduvad k tippu, mille vahelised servad
on koik varvitud esimese vérviga, voi £ tippu, mille vahelised servad
on koik varvitud teise virviga.

Kahe virvi asemel voime me vaadata ka mingit muud arvu vérve.
Defineerimegi Ramsey arvu r(as,...,a) kui vihima sellise arvu n,
mille korral téisgraafi K,, servi iikkskoik mis viisil k& vérviga vérvides
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leidub selline ¢ € {1,...,k}, et leiduvad a; tippu, mille vahelised
servad on koik varvitud vérviga i.

Arvud r(aq,...,ax) rahuldavad teoreemi 9.3 viitega analoogilist
vorratust, nimelt kehtib vorratus

r(a17"'aak) < 7(]672)4»
k
+Zr(a1a~~~7ai717ai —1Laiy1,...,ar) . (9.1)

i=1

Selle vorratuse toestus on analoogiline teoreemi 9.3 toestusega.

Ulesanded

Ulesanne 71. Olgu G = (V, E) mingi silmusteta graaf, K tema mingi
minimaalne kate ja S tema mingi maksimaalse voimsusega soltumatu
hulk. Niita, et |K| 4+ |S| = |V].

Ulesanne 72. Toesta, et r(3,4) = 9.
Ulesanne 73. Téesta, et r(n+ 1,n + 1) < 4™

Ulesanne 74. Toesta, et suvaliste naturaalarvude k ja ¢ korral leidub
selline naturaalarv n, et igas reaalarvujarjendis a1, as,...,a, leidub
kas mittekahanev alamjéirjend pikkusega k voi mittekasvav alamjér-
jend pikkusega /.

Ulesanne 75. Niita, et kui moni arvudest a1, ..., a; on vordne iithe-
ga, siis r(a,...,ar) = 1.

Ulesanne 76. Téesta vorratus (9.1).
Ulesanne 77. Toesta, et r(3,3,3) < 17.

Ulesanne 78. Toesta, et
7"(01, N ¢ 73 I 2,0,7;+1, . ,ak) = T((Ll, ey A1, Q441 ,ak).

Ulesanne 79. Niita, et iga n € N jaoks leidub arv m,, € N, nii et
hulga {1,2,...,m,} suvalisel tiikeldusel n tiikiks leiduvad arvud z ja
y nii, et x, y ja x + y koik kuuluvad samasse tiikki.
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10. Tasandilised graafid

10.1. Tasandilisuse definitsioon

Graaf on tasandiline (ehk planaarne) siis, kui teda on voimalik
tasandile joonistada nii, et tema servad véljaspool tippe ei loikuks.

See ,,definitsioon® on kiill histi intuitiivne, kuid ta pole matemaa-
tiliselt range, sest ,, joonistamine“ ei ole rangelt defineeritud mois-
te. Anname siinkohal tasandilisuse iihe véimaliku range definitsioo-
ni, kuigi kdesolevas oppematerjalis kasutame edaspidi vaid eeltoodud
mitteranget definitsiooni ja jdtame seetottu moned véliselt ilmsed,
kuid tegelikult mittetriviaalsed véited toestamata.

Joone eukleidilises ruumis R™ méérab funktsioon v : [a, b] — R™,
kus a,b € R ja a < b. Punkte v(a) ja (b) nimetatakse joone =y
otspunktideks. Joon 7 : [a,b] — R™ on pidev siis, kui iga y € [a, b]
jaoks kehtib llclirb v(x) = ~(y).

Pidev joon on sirgestuv siis, kui osutub loplikuks iilemraja

k
sup{z d(y(ti—1),v(t:))  keNja=tg <ty <...<ty= b}
i=1

(siin d on kaugus ruumis R" ja iilemraja leitaks 16igu [a, b] koikvoi-
malike jaotuste jirgi). Seda iilemraja nimetatakse joone pikkuseks.
Jordani jooneks nimetatakse sirgestuvat joont, mis ennast ei 1oika
(s.t. funktsiooniga v médratud kujutus on injektiivne). Olgu J,, koigi
Jordani joonte hulk ruumis R™.
Graaf G = (V, E) on sisestatav ruumi R™, kui leiduvad injektiiv-
sed kujutused ¢y : V — R" ja 1g : E — J,, mille korral

e kui tipp v € V osutub serva e € E iiheks otstipuks, siis on
punkt ¢y (v) joone tg(e) iiheks otspunktiks;

e servade kujutisteks olevad jooned loikuvad iiksteisega vaid nen-
de iihistes otspunktides.

Graaf on tasandiline siis, kui ta on sisestatav tasandile, s.t. ruumi
R2. Tema sisestus tasandile ongi see, mida me intuitiivselt moistame
graafi joonise all.
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10.2. Euleri valem

Kui graaf on mingil viisil tasandile joonistatud, siis jaotab see joo-
nis tasandi iilejidnud osa (s.t. osa, mis ei jdd joonise alla) osadeks.
Tasandi kaht punkti loeme erinevates osades olevaks siis, kui iihest
punktist teise joudmiseks tuleb graafi joonisest {ile minna. Neid ta-
sandi osi nimetame tahkudeks. Joonisel 10.1 on toodud graaf, mille
joonis defineerib tasandil kolm tahku. Tahku f3 sellel joonisel nime-
tatakse lopmatuks tahuks. Tahu lopmatuses ei ole midagi erilist, sest
me voime graafi joonistada nii, et iikskoik milline tahk on lopmatu.
Kui me joonistaks graafi mitte tasandile, vaid sféérile, siis ei eristuks
iikski tahk teistest oma lopmatuse poolest.

fs

Joonis 10.1. Tahud tasandilise graafi joonisel.

Jargmine teoreem seob graafi (joonise) tippude, servade ja tahku-
de arvud. Muuhulgas iitleb ta seda, et soltumata sellest, kuidas sidus
tasandiline graaf tasandile on joonistatud, jadb joonise tahkude arv
samaks.

Teoreem 10.1 (Euler, 1750). Kui G on sidus tasandiline graaf
ning n, m ja f vastavalt tippude, servade ja tahkude arvud tema joo-
nisel, siisn+ f —m = 2.

Toestus toimub induktsiooniga servade arvu m jargi.

Kui m = 0, siis n = 1 (meil on sidus graaf) ja f = 1 (16pmatu
tahk). Seegan+ f—m=1+1-0=2.

Oletame niitid, et teoreem kehtib koigi iilimalt m — 1 servaga
graafide korral. Olgu G graaf, millel on m serva. Kui G on puu, siis
n=m+1ljaf=1nngn+f—m=(m+1)+1—m=2 KuiG ei
ole puu, siis leidub graafis G selline serv e, et tema eemaldamine ei
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muuda graafi G mittesidusaks. Graafis G — e on n tippu, m — 1 serva
ja f —1 tahku (sest serva lisamisel sidusasse graafi jaotame me mingi
tahu kaheks'). Induktsiooni oletuse jirgi n + (f — 1) — (m — 1) = 2.
Siit jéreldub kohe teoreemi véide. O

Teoreemist 10.1 jéreldub péris mitu huvitavat tulemust.

Jareldus 10.2. Kui G on tasandiline graaf ning n, m, f ja k
vastavalt tippude, servade, tahkude ja sidusate komponentide arvud
tema joonisel, sitsn+ f —m =k + 1.

Tdestus. Rakendame teoreemi 10.1 eraldi graafi G koigile sidusa-
tele komponentidele, pannes iiksnes téihele, et me loeksime 16pmatut
tahku ainult iiks kord. O

Jareldus 10.3. Kui G on sidus tasandiline lihtgraaf, millel on n
tippu ja m serva, kusjuures n = 3, sus kehtivad jargmised vdited:

(i) m < 3n — 6;

(ii) kui G ei sisalda tsiikleid pikkusega 3, siis m < 2n — 4.

Toestus. Vaatame graafi G joonist tasandil. Et G on lihtgraaf,
siis peab igal tema tahul olema vdhemalt 3 serva (iihe servaga tahk
tdhendaks, et graafis on silmus, kahe servaga tahk aga tdhendaks, et
graafis on kordseid servi). Et iga serv kuulub tépselt kahele tahule
(vai iihele ja samale tahule kaks korda, niiteks loeme me, et tahul f3
joonisel 10.1 on viis serva), siis 2m > 3f. Euleri valemist saame niiiid

2:n—|—f—m<n—|—gm—m: 3n—m’
3 3
millest jareldub 3n —m > 6 ehk 3n — 6 > m.

Viites (ii) toodud téiendav tingimus tdhendab, et G joonise igal
tahul on vdhemalt neli serva. Seega kehtib vorratus 2m > 4f, mida
sarnaselt eelmisele osale Euleri valemisse asendades saame toestamist
vajava vorratuse. O

1See viide on tegelikult mittetriviaalne. Ta jdreldub sellest, et iga kinnine
Jordani joon jagab tasandi kaheks osaks.
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Jéareldus 10.4. Graafid K5 ja K33 pole tasandilised.

Tdestus. Graafil K5 on 5 tippu ja 10 serva. Kui K5 oleks tasandi-
line, siis saaksime jérelduse 10.3 viitest (i), et 10 < 9.

Graafil K33 on 6 tippu ja 9 serva, lisaks sellele pole tal paaritu-
arvulise pikkusega tsiikleid (teoreem 1.3). Kui K3 3 oleks tasandiline,
siis saaksime jirelduse 10.3 viitest (ii), et 9 < 8. O

Jareldus 10.5. Igas tasandilises lihtgraafis leidub tipp astmega
Glimalt viis.

Todestus. Olgu G vaadeldava tasandilise lihtgraafi mingi sidus kom-
ponent, n tippude ja m servade arv selles komponendis. Oletame, et
G iga tipu aste on vihemalt 6. Et iga serv on intsidentne kahe tipuga,
siis kehtib vorratus 6n < 2m ehk m > 3n. Vorreldes seda vorratust
jérelduse 10.3 viite (i) vorratusega m < 3n — 6 saame vastuolu. [

10.3. Tasandilisuse kriteerium

Graaf on tasandiline parajasti siis, kui temas ei ,sisaldu“ graafe
K5 ja K3 3. Allpool tdpsustame, mida sisaldumine t&hendab.

Olgu G = (V, E) mingi graaf ja e € E tema mingi serv, kusjuures
e = {u,v}. Utleme, et graaf G’ = (V’, E’) on saadud graafist G serva
e poolitades, kui

o V' =V U {w}, kus w on mingi uus tipp;
o E' = E\{e} U{e1,ez}, kus €1 ja ez on mingid uued servad;

o ¢; = {u,w} ja es = {w,v}.

Serva poolitamist illustreerib joonis 10.2.

Graafe G1 ja G2 nimetame homdomorfseteks, kui leidub mingi
selline graaf G, et nii G; kui ka G5 on saadavad graafist G servade
poolitamiste teel.

Olgu G = (V, E) mingi lihtgraaf ning ¢ € E. Loeme, et F on ti-
puhulga V' kaheelemendiliste alamhulkade mingi hulk. Kui me graafis
G serva e kokku tombame (ehk tema otstipud samastame), siis saame
lihtgraafi, mida téhistame G/e, ning mille tipuhulk on V\&(e) U{w},
kus w on mingi uus tipp, ja servahulk on
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Joonis 10.2. Niide serva e poolitamisest.

{{u, v} [{u,v} € E,u,v,& E(e) }U
U{{w,w} | {u,v} € E,ud E(e),ve&le)} .

Joonisel 10.3 on toodud serva kokkutombamise n#ide. Paneme té-
hele, et kui me tasandilises graafis mingi serva kokku témbame voi
poolitame, siis ka saadav graaf on tasandiline.

Joonis 10.3. Niide serva e kokkutombamisest.

Utleme, et graaf G on kokkutémmatav graafiks G', kui G’ on saa-
dav graafist G servade kokkutombamiste teel.

Teoreem 10.6 (Kuratowski). Graaf on tasandiline parajasti

siis, kui tikski tema alamgraaf pole homdomorfne graafiga Ks voi
K3’3.

Teoreem 10.7 (Wagner). Graaf on tasandiline parajasti siis,
kui ikski tema alamgraaf pole kokkutommatav graafiks K5 voi K3 3.
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Ulesanded

Ulesanne 80. Millised graafidest K, ja K, , on tasandilised?

Ulesanne 81. Milliste k viisirtuste korral on graaf Qj tasandiline?

Ulesanne 82. Milliste r, s, ¢ viiirtuste korral on
graaf K, s; tasandiline?

Ulesanne 83. Milliste n viirtuste korral on
graaf G,, (vt. iilesanne 16) tasandiline?

Ulesanne 84. Kas kérval kujutatud graaf on ta-
sandiline?
Ulesanne 85. Tdesta, et Peterseni graaf pole tasandiline.

Ulesanne 86. Leia Peterseni graafis alamgraaf, mis on homdomorfne
graafiga K3 3.

Ulesanne 87. Niita, et kui tasandilise lihtgraafi koigi tippude aste
on vihemalt 5, siis on sellel graafil vihemalt 12 tippu.

Ulesanne 88. Kas leidub tasandiline graaf, mille iga tipu aste on 57

Ulesanne 89. Toesta, et iga n > 20 korral leidub n-tipuline tasan-
diline graaf, mille iga tipu aste on véhemalt 5.

Ulesanne 90. Niita, et tasandilisel 3-regulaarsel graafil, mille igal
tahul on vdhemalt 5 serva, on vihemalt 20 tippu.

Ulesanne 91. Olgu G tasandiline graaf, mille joonisel on iilimalt 11
tahku. Naita, et kui G koigi tippude aste on vihemalt 3, siis leidub
joonisel tahk, millel on iilimalt 4 serva.

Ulesanne 92. Tdesta, et kui n tipu ja m servaga tasandilise lihtgraafi
igal tahul on ¢ serva, siis m = t(n — 2)/(t — 2).

Ulesanne 93. Tdesta, et kui graafil G on véhemalt 11 tippu, siis
on vihemalt iiks graafidest G ja G mittetasandiline. On voimalik
néidata, et sama véide kehtib ka 9-tipuliste graafide korral.

Ulesanne 94. Leia 8-tipulised graafid G, mille korral
1. nii G kui G on tasandilised,
2. nii G kui G on mittetasandilised

3. G on tasandiline, aga G mitte.
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11. Graafi tippude varvimine

11.1. Uldiste graafide virvimine

Olgu G = (V, E) silmusteta graaf. Graafi G tippude vdrvimisvii-
siks k wvdrviga nimetatakse funktsiooni v graafi tippude hulgast V'
hulka K = {1,...,k}. Varvimisviisi v nimetatakse korrektseks, kui ei
leidu serva, mille mélemad otstipud oleksid sama vérvi. Graaf G on
vdrvitav k vdrviga siis, kui leidub tippude korrektne vérvimisviis k
vérviga. Varvide arvu k minimaalset vadrtust téhistame stimboliga
X(G) ja nimetame graafi G kromaatiliseks arvuks tippude jérgi.

On selge, et kui v : V — K on mingi korrektne varvimisviis ja
o : K — K on mingi bijektsioon, siis ka 0o~y : V — K on kor-
rektne varvimisviis. See tdhendab, et korrektse varvimisviisi varvi-
de permuteerimine ei muuda vérvimisviisi mittekorrektseks. Niiteks
saab omavahel dra vahetada kaks vérvi.

Teoreem 11.1. Silmusteta graaf G on virvitav A(G)+1 virviga.

Toestus toimub induktsiooniga tippude arvu jérgi.

On ilmne, et teoreemi véide kehtib iihetipuliste graafide jaoks.
Olgu G mingi graaf ja oletame, et teoreemi viide kehtib koigi sel-
lest graafist viiksema tippude arvuga graafide jaoks. Olgu v € V(G)
ja v graafi G\v mingi korrektne virvimisviis A(G) + 1 virviga. Et
deg(v) < A(G) + 1, siis leidub mingi vérv i € {1,..., A(G) + 1} nii,
et tipu v likski naabertipp graafis G pole véarvitud vérviga i. Kui me
tdiendame varvimisviisi v, varvides tédiendavalt tipu v vérviga 4, siis
saame graafi G korrektse vérvimisviisi A(G) + 1 vérviga. O

Enamasti onnestub graafi tippe vérvida ka iithe vorra viiksema
vérvide arvuga:

Teoreem 11.2 (Brooks,1941). Kui graafis G on tippude mak-
simaalne aste limalt d (kus d > 3) ja G ei sisalda (d + 1)-tipulist
klikki, siis x(G) < d.

Tdestus. On selge, et teoreemi véide kehtib iihetipuliste graafi-
de korral. Oletame véiitevastaselt, et teoreemi véide iildiselt ei keh-
ti ja G = (V,E) on minimaalse tippude arvuga kontraniide. Olgu
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v € V suvaline tipp graafis G ning N(v) = {vy,...,v¢} tipu v naab-
rite hulk, kus muidugi ¢ < d. Et G on minimaalne kontranéide, siis

graaf H def G\v on virvitav d virviga. Olgu need virvid {1,...,d}.
Kui moni neist vérvidest ¢ ei esine hulgas {y(v1), ..., v(ve)}, siis voik-
sime votta y(v) = i ja kogu graaf oleks viirvitav d véirviga, mis aga on
valistatud G valiku tottu. Seega peavad koik d vérvi esinema hulgas
{y(v1),...,7(ve)}, millest jareldub ¢ = d, s.t. minimaalne kontrani-
de G on d-regulaarne graaf. Samuti jareldub siit, et graafi H iga kor-
rektne virvimisviis d vérviga peab kasutama koiki virve {1,...,d}.
Eeldame, et iga i korral vy(v;) = i.

Olgu H;; graafi H alamgraaf, mille indutseerivad vérvid i ja j,
s.t. w € V(H;;) parajasti siis, kui y(w) € {7, j}. Kui v; ja v; oleksid
graafi H;; erinevates sidusates komponentides, siis voiksime vahetada
omavahel varvid ¢ ja j ithe komponendi piires ilma, et varvimisviis
muutuks ebakorrektseks. Parast seda protseduuri oleksid aga tipud
v; ja v; sama vérvi, mis on voimatu tehtud eelduse tottu. Olgu C;;
see sidus komponent, kuhu kuuluvad tipud v; ja v;.

Néitame, et sidus komponent C;; on ahel tipust v; tippu v;. Kui
tipul v; oleks kaks sama virvi naabrit graafis H, siis oleks tipul v;
graafis H iilimalt d — 2 eri varvi naabrit, seega me voiksime muuta
tipu v; varvi, mistottu v; saaks olema sama vérvi mis iiks naabritest
{v1,...0;—1,Vi41...,04}, mis on aga voimatu. Jarelikult on tipul v;
ainult iiks naaber, mis on véarvi j. Olgu

Vi=Up— Ul .. W ... Um—1— Um = Uy

mingi ahel tipust v; tippu v; graafis H;; ja w (v; poolt vaadatuna)
esimene tipp selles ahelas, mille aste graafis H;; on suurem kui kaks.
Tipul w on graafis H iilimalt d — 2 eri vérvi naabrit. Seega me saame
tipu w vérvida mingit véarvi ¢ € {7, j}, misjérel v; ja v; ei oleks enam
ahelaga ithendatavad.! See on aga véimatu, nagu eelnevast arutelust
selgus. Seega ei leidu graafi H;; iiheski ahelas v; ~ v; kahest suurema
astmega tippe, millest jéreldubki, et C;; on ahel.

Olgu u € C;; N Cyg, nil et u # v;, siis ilmselt y(u) = i. Molemad
komponendid Cj; ja Cj;, on ahelad, mis algavad tipust v; ja lopevad
vastavalt tippudes v; ja vy (mis on erinevad!). Samuti voime t&hel-
dada, et vy € C;; ja samuti v; ¢ Cj,. Seega on u molema ahela

1Sellepédrast tuli alustada tipust v; ja kéigepealt niidata, et tipul v; ei ole
graafis H;; rohkem naabreid kui iiks.
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sisepunkt ja y(u) = ¢ tottu peab tipul u olema parajasti kaks j-varvi
naabrit ja kaks k-varvi naabrit. Jillegi peaks siis tipul u olema graafis
H iilimalt d — 2 eri varvi naabrit ja seega me saaksime tipu v varvida
mingi virviga viljastpoolt hulka {7, j, k}, mis annab vastuolu. Seega
Cij N Cik = {’Uz}

Meie eeldusest K411 ¥~ G jéreldub, et hulgas N(v) leiduvad kaks
tippu, mis pole servaga ithendatud. Uldisust kitsendamata voime eel-
dada, et need tipud on v1 ja vs. Olgu z tipu v naaber, mis on véirvitud
virviga 2, s.t. (x,v1) € E jax € C1o. Niilid vahetame alamgraafis C3
omavahel varvid 1 ja 3. Uues tekkinud vérvimisviisis on meil uued
ahelad C7;. Selge, et x € Cj3, sest tipul v1 on ju uues virvimisviisis
vérv 3. Ahelas C15 muutis ainult tipp vy vérvi, sest C1oNChsz = {v1 }.
Seega ka uues virvimisviisis 2 € C,, sest ta on ithendatud ahela C1
abil tipuga vy. Kuid siis C1, N Chs # {v2}, mis annab vastuolu. O

11.2. Tasandiliste graafide varvimine

Teoreem 11.3. Tusandiline lihtgraaf on virvitav kuue vdrviga.

Toestus. Selle teoreemi téestus on sarnane teoreemi 11.1 toestuse-
ga. Uhetipuliste graafide jaoks on teoreemi viide ilmselt kehtiv. Ol-
gu G niiiid n-tipuline tasandiline lihtgraaf ja kehtigu teoreemi viide
graafide jaoks, millel on iilimalt n—1 tippu. Olgu v graafi G mingi sel-
line tipp, millel on iilimalt 5 naabertippu; selline tipp leidub vastavalt
jéreldusele 10.5. Graafis G\v on n — 1 tippu ja vastavalt induktsiooni
oletusele on ta véarvitav kuue varviga. Graafi G korrektse varvimis-
viisi kuue virviga saame graafi G\v korrektsest vérvimisviisist kuue
vérviga siis, kui me lisaks anname tipule v vérvi, mis erineb koigi
tema naabertippude vérvist. O

Teoreem 11.4. Iga tasandiline lihtgraaf on vdrvitav viie vdrviga.

Toestus. Jéllegi on iihetipuliste graafide jaoks teoreemi viite keh-
tivus ilmne. Olgu G tasandiline lihtgraaf, millel on n tippu, ja kehtigu
teoreemi véide graafide jaoks, millel on iilimalt n — 1 tippu. Olgu v
graafi G selline tipp, millel on iilimalt 5 naabertippu (jéreldus 10.5).
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Kui tipul v on iilimalt 4 naabertippu, siis vaatame graafi G\v.
Vastavalt induktsiooni oletusele on ta viie virviga virvitav; graafi G
korrektse vérvimisviisi viie varviga saame, kui varvime lisaks tipu v
varviga, mis erineb koigi tema naabertippude vérvidest.

Oletame niiiid, et tipul v on tépselt 5 naabertippu. Nende viie
tipu seas peavad leiduma tipud v’ ja v/, mis ei ole omavahel servaga
ithendatud, vastasel juhul sisaldaks G alamgraafina graafi Ky, mis
aga jéarelduse 10.4 kohaselt pole tasandiline. Olgu G’ saadud graafist
G servade {v,v'} ja {v,v"”} kokkutémbamisel; olgu w € V(G’) tipp,
mis asendab graafis G’ tippe v, v’ ja v”. Graaf G’ on tasandiline graaf
n — 2 tipuga ning induktsiooni oletuse kohaselt varvitav viie varviga.
Olgu 7 selline korrektne varvimisviis. Graafi G korrektse virvimisviisi
saame sel teel, et anname tippudele v’ ja v virvi y(w) ning tipule
v vérvi, mis erineb koigi tema naabertippude vérvidest. Selline varv
leidub, sest kaks naabertippu on varvitud sama vérviga. O

11.3. Kromaatiline poliinoom

Selle osa 16petame uurimisega, kui mitmel viisil saab lihtgraafi
G tippe korrektselt k virviga virvida. Téhistagu P (k) koigi selliste
korrektsete virvimisviiside v : V(G) — {1,..., k} arvu. Funktsiooni
Pg nimetatakse graafi G kromaatiliseks funktsiooniks.

Monede lihtsate graafide G puhul on P lihtsalt leitav. Néiteks
Po, (k) = k™. Toepoolest, tiihjas graafis voib iga tipu virvida iikstei-
sest soltumatult k vérviga. Samuti Px, (k) = szol(k —14) — esimese
tipu vérvimiseks on k£ voimalust, teise varvimiseks k£ — 1 voimalust,
kolmanda vérvimiseks k — 2 voimalust jne. Kui G on n-tipuline puu,
siis Pg(k) = k- (k — 1)~ 1. Toepoolest, esimese tipu virvimiseks on
k erinevat voimalust ja iga jirgmise (me eeldame, et jéirgmisena vér-
vitav tipp on mone (ja tépselt iithe) juba vérvitud tipu naabertipp)
tipu varvimiseks k — 1 voimalust.

Teoreem 11.5. Kui G on lihtgraaf ja e mingi tema serv, siis

Pa(k) = Pg_c(k) — Pgje(k).

Toestus. Olgu v ja w serva e otstipud graafis G. Vaatleme graafi
G — e voimalikke virvimisviise. Kui v on graafi G — e mingi korrektne
vérvimisviis k vérviga, siis osutuvad voimalikuks kaks varianti.
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Variant 1. Juhul v(v) # v(w) on v ka graafi G mingi korrektne
varvimisviis. Seejuures saame me graafi G koik varvimisviisid kétte.
Seega on graafi G — e korrektsete k vérviga vérvimisviiside arv, kus
tippudel v ja w on erinev viirv, vordne suurusega Pg(k).

Variant 2. Juhul v(v) = v(w) on 7 ka korrektne vérvimisviis
graafis, kus tipud v ja w on samastatud, s.t. graafis G/e. Jéllegi, me
saame koik varvimisviisid kétte ja nende arv on Pg. (k).

Kokkuvétteks oleme niidanud, et Pg_.(k) = Pg(k) +Pg/c (k). O

Jareldus 11.6. Lihtgraafi kromaatiline funktsioon on poliinoom.

Toestus toimub induktsiooniga graafi servade arvu jérgi.

Kui lihtgraafis G pole {ihtegi serva, siis on ta mingi graafidest O,,
ja tema kromaatiliseks funktsiooniks on k™. Kui graafis G on servi, siis
me eeldame, et koigi viiksema servade arvuga graafide kromaatilised
funktsioonid on poliinoomid, muuhulgas on poliinoomid ka Ps_. ja
Pg/e. Teoreemi 11.5 jérgi on siis Pg vordne kahe poliinoomi vahega,
jarelikult on ta ka ise poliinoom. O

Jarelduse 11.6 tottu nimetataksegi graafi kromaatilist funktsiooni
enamasti tema kromaatiliseks poliinoomiks.

Ulesanded

Ulesanne 95. Leia iilesandes 18 toodud graafide kromaatilised arvud
tippude jérgi.

Ulesanne 96. Leia malendigraafide G'Y*" kromaatilised arvud tippu-
de jérgi, kui X € {Kuningas, Vanker, Oda, Ratsu}.

Niita, et X(G7;7) = n.

Ulesanne 97. Niita, et vahe A(G) — x(G) véib olla kuitahes suur.

Ulesanne 98. Tdesta, et kui graafi G tipud on (korrektselt) virvitud
vihima voimaliku arvu vérvidega, siis leidub iga kahe erineva vérvi ¢
ja j korral selline graafi G serv, mille iiks otstipp on vérvitud véirviga
1 ja teine otstipp véirviga j.
Ulesanne 99. Kas voib viita, et iga graafi G korral

Lo x(G)=X"(L(G)? 2. X(G)=x(L(G))?
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Ulesanne 100. Tdesta, et kui mingi graafi servgraafi tipud on kor-
rektselt varvitud, siis pole iikski tipp seotud rohkem kui kahe sama
vérvi tipuga.
Ulesanne 101. Toesta, et kui graafis G on n tippu ja m serva, siis
2
G)>——.
X(@) 2 n? —2m
Milliste graafide korral kehtib vordus?

Ulesanne 102. Leia graafi K5 — e (tdisgraaf K5, millest on eemal-
datud iiks serv) kromaatiline poliinoom.

Ulesanne 103. Leia graafide K 1,» kromaatilised poliinoomid.

Ulesanne 104.

1. Toesta, et graafi K3, kromaatiline poliinoom on
E(k—1)"+k(k—1)(k—2)".
2. Toesta, et n-tipulise tsiikli C),, kromaatiline poliinoom on

(k=1)" = (=1)"(k - 1).

Ulesanne 105. Leia graafide W,, (n-tipuline ,ratas® — C,,_; koos
ithe tdiendava tipuga, mis on iithendatud koigi iilejddnud tippudega)
ja K, »n kromaatilised poliinoomid.

Ulesanne 106. Tdesta, et kui G on mittesidus lihtgraaf, siis on tema

kromaatiline poliinoom vordne tema sidusate komponentide kromaa-
tiliste poliinoomide korrutisega.

Ulesanne 107. Tdesta, et n-tipulise graafi kromaatilise poliinoomi
aste on n.

Ulesanne 108. Téesta, et kui G on n tipu, m serva ja t sidususa
komponendiga lihtgraaf siis G kromaatilises poliinoomis
ank™ + an_1k* 1+ ..+ a1k + ao

1. a,=1. 2. ap_1=-m.
3. a1=a,9=---=a9=0. 4. ap,anp_1,...,a; #0.
5. Gn,0n_1,...,a; on vahelduvate markidega.
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Ulesanne 109. Tdesta, et kui G on sidus graaf, milles on n tippu,
siis iga k korral Pg(k) < k(k —1)".

Ulesanne 110. Tdesta, et lihtgraaf G on puu parajasti siis, kui tema
kromaatiline poliinoom on k(k — 1)™.

Ulesanne 111. Kas leidub graafe G, kus

1. Pg(k) = k* — 3k3 + 3k2?
2. Po(k) = k% — 3k3 + 2k2?
3. Pg(k) = k5 — 4k 4 5k3 — 2k27

Kui vastus on jaatav, siis leia koik sellised graafid.
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