Servade varvimine
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Kontrolltood on parandatud.
Jareltoo toimub 25. novembril loengu ajal / asemel.

Novembri viimasel nadalal mind e1 ole. Praktikumide toi-

mumise kohta ei tea veel.



Silmusteta graafi G = (V, E) servade (korrektne) varuvi-
masvits k vdrviga on mingi funktsioony : & — {1, ..., k},
nii et
e suvalise kahe erineva serva e;,e; € E jaoks, millel on
tihine otspunkt, kehtib y(e;) # y(e2).

Teisisonu, suvalise tipu jaoks on selle tipuga intsidentsed
servad koik erinevat varvi.




Naide: olgu antud (kooli)klasside hulk X ja opetajate hulk Y.

Iga klassi ja 1iga Opetaja jaoks olgu antud, mitu tundi na-
dalas see Opetaja sellele klassile andma peab.

Ulesanne: koostada tunniplaan.

Vaatame graafi, mille tipuhulk on X UY ning kus ¢z € X
ja ¥y € Y on uhendatud nii mitme servaga, kui mitu tundi
nadalas opetaja y klassile £ annab.

Tunniplaan on selle graafi servade varvimisviis (ja vastu-

pidi). Varvideks on tundide toimumise ajad.



Olgu G = (V, E) graaf, v tema servade mingi varvimisviis

ning ¢ uks varvidest.
Servade hulk {e | e € F,y(e) = ¢} on kooskdla.

Graafi servade varvimisviis kujutab endast servade hulga
tukeldust kooskoladeks.




Olgu G = (V, E) mingi graaf. Oletame, et tal leidub serva-
de varvimisviis k varviga, aga €l leidu servade varvimisviisi

k — 1 varviga.

Arvu k nimetame G kromaatiliseks arvuks servade jarg:
ja tahistame x'(G).

Tahistagu A(G) = max deg(v) graafi G tippude max. astet.
ve

On ilmne, et x'(G) > A(G).
Naide, kus x'(G) > A(G): paarituarvulise pikkusega tsiiklid.



Teoreem. Kahealuselises graafis G kehtib x'(G) = A(G).

TOestus. Koigepealt tdiendame G A(G)-regulaarseks.

1. Kuil iihes aluses on vahem tippe kui teises, siis lisame
sinna tippe juurde.

2. Kui mone tipu aste on vaiksem kui A(G), siis leidub
ka teises aluses mingi tipp, mille aste on vaiksem kui
A(G). Uhendame need kaks tippu servaga.

Kui muudetud graafi servad on varvitavad A(G) varviga,
sils on seda ka esialgse graafi G servad.

Nuud voime lugeda, et meil on mingi k-regulaarne kahe-

aluseline graaf G.



1. k-regulaarses kahealuselises graafis G leidub mingi taie-
lik kooskola Mj.

2. Eemaldame M;-e kuuluvad servad. Jargi jaab mingi
(k — 1)-regulaarne kahealuseline graaf.

3. Selles graafis leidub mingi taielik kooskola M.

4. BEemaldame M,-e kuuluvad servad. Jargi jaab mingi
(k — 2)-regulaarne kahealuseline graaf.

5. Jjne.

Sel viisil tiikeldub G servade hulk k-ks (taielikuks) koosko-
laks My, ..., M. Need defineerivadki G servade varvimis-

V1isl. []



Teoreem (Vizing). Olgu G = (V, E) lihtgraaf. Siis
X'(G) < A(G) + 1.
ToOestus kaib induktsiooniga iile tippude arvu. Vaide on
ilmne, kui |V| = 1.
Meil tuleks naidata, et kehtib:
Olgu G = (V, E) lihtgraaf ja olgu k = A(G)+1.
Olgu v € V graafi G mingi tipp ja olgu graafi G\v

servad varvitavad k varviga. Siis on graafi GG servad

varvitavad k varviga.

Selle vaite toestame induktsiooniga ule varvide arvu k. Me
naitame pisut tugevama vaite kehtivust.



Lemma. Olgu G = (V, E) graaf ja v tema servade mingi
varvimisviis. Olgu E' C F servade hulk, mis on varvitud

mingi teatava kahe varviga. Vaatame graafi G' = (V, E').

/ /

Olgu H graafi G’ iiks sidususkomponentidest. Kui me H-i
servade varvid ara vahetame, siis on saadav varvimisviis

ikkagi G servade korrektne varvimisviis.

Toestus. Peaks vist ilmne olema.



Lemma. Olgu G = (V, E) lihtgraaf ja k € N. Olguv € V
selline, et

o deg(v) < k. Kui w € V on v naaber, siis deg(w) < k.

e Tipul v on ulimalt uks naabertipp, mille aste on tapselt k.
<k

S

Olgu G\v servad varvitavad k varviga. Siis G servad on
varvitavad k varviga.



Toestus. Baas. k = 1.
Sel juhul deg(v) = 0 voi deg(v) = 1.

Kui deg(v) = 0, siis on graafis G samad servad, mis graafis
G\v.

Kui deg(v) = 1, siis olgu u tipu v naaber. Vastavalt lem-
ma eeldustele deg(u) < 1, seega on u — v graafi G iiks

sidususkomponentidest.

G servade varvimisviisi saame G\v servade varvimisviisist

nii, et varvime taiendavalt serva u ja v vahel ainsa varviga.



Samm. k > 1.

Seni kuni deg(v) < k lisame graafile G uue tipu u ning

S€Irva U — V.

Seni kuni v mone naabri v’ aste on vaiksem kui k£ voi k— 1,

lisame graafile G uue tipu v ja serva u — v'.

(G-st saab seega graaf, kus lemma sonastuses on vorratuste

asemel vordused.

Muudetud graaf on k varviga varvitav parajasti siis, kui

eslalgne graaf oli.



Olgu v graafi G\v servade varvimisviis k varviga.
k

N
(k—1)- %" -«
' .k. \7<(k—1)

Vaatame (endise) tipu v naabertippe. Iga 2 € {1,...,k}
jaoks olgu X; nende naabertippude hulk, millega e1 ole int-
sidentseid servi, mis on varvitud 2-ga.

Uks tippudest kuulub tédpselt iihte hulkadest X, iilejdinud
k

kuuluvad tapselt kahte. Seega > |X;| = 2k — 1.

1=1



Tahame, et v oleks selline, et leiduks ¢, nii et | X;| = 1.

S.t. 1-ga varvitud servad on iga v naabertipuga, v.a. ihega,
intsidentsed.

Naitame, et v on valitav nii, et iga 2,7 € {1,...,k} jaoks

| X — | X5]| < 2.

Selleks naitame, et kui mone ¢, jaoks |X;| — |X,| > 3,
siis leidub varvimisviis v/, kus |X;| on iihe v6i kahe vorra

vaiksem ning | X;| samavorra suurem.

Samuti naitame, et 16pliku arvu selliste sammude (y-st /-
ks) parast selliseid 2-d ja j-i enam ei leidu.



Olgu 2 ja 7 sellised, et | X;| — |X,| > 3. Olgu w € X;\ X, .

S.t. tippe, millega on intsidentne serv , on vahemalt
kolme vorra rohkem kui tippe, millega on intsidentne serv

varvi 1.




Olgu E' € E koigi servade e hulk, kus y(e) = 2 véiy(e) = 7.
Vaatame graafi G' = (V, E').

Graafis G’ on koigi tippude aste < 2. Seega on G’ sidusus-
komponentideks isoleeritud tipud, ahelad ja tsiiklid.

Tipp w € X;\ X, on mone sellise ahela otstipuks.

Kus voib selle ahela teine otstipp olla?



Kuskil mujal graafis G



Mbnes tipus hulgast X;\ X,



Mbnes tipus hulgast X\ X



Kuna |X;| > |X,]|, siis leidub selline w € X;\ X, et temast
algav ahel — graafi G’ sidususkomponent — 16ppeb kuskil
mujal kui ménes tipus hulgast X\ X;.

Sellises ahelas vahetame varvid 2 ja 7. See defineerib meile
varvimisviisi '

| X;| ja | X,;| muutuvad jargmiselt:



| X;| véheneb iihe vorra, |X,| suureneb iihe vorra



| X;| véheneb kahe vGrra, | X, | suureneb kahe vorra



Tarvis oleks leida iga G'\v varvimisviisi vy jaoks mingi suu-
rus, mis

e Igal sammul (7y-st 7'-ks) muutuks iihes kindlas suunas
(naiteks vaheneks).

e Omaks mingit alumist toket.

e Poleks vahendatav kuitahes vahesel maaral.
Selliseks suuruseks sobib naiteks zk: | X2
=1
Toepoolest, olgu n;,n; € N, nii et n;, — n, > 3. Siis
(n;—1)*+(n,+1)* = n24+n,?—2(n;,—n,)+2 < n2+n*—4
(n;—2)%*+(n,+2)? = n24+n?—4(n;,—n,)+8 < n2+n*—4



Oleme naidanud, et leidub varvimisviis -y, mille puhul hul-

kade X, voimsused erinevad tksteisest ulimalt kahe vorra.

Kuna hulkade X, keskmine voimsus on natuke alla kahe
(21), siis on X;-de véimalikud vdimsused kas {0, 1,2} véi
{1,2,3}.

Kui on {1, 2, 3}, siis peab leiduma selline z, et |X;| = 1,
muidu oleks keskmine voimsus liiga suur.

Kui on {0,1,2}, siis peab leiduma selline 2, et |X;| = 1,
sest koigi X;-de vOimsuste summa on paaritu (2k — 1).

Uldsust kitsendamata loeme, et selleks i-ks on k. Olgu



Olgu H saadud graafist G, kus- <
tutades seal

e koOik servad, mis 7 varvib v \ul\

varviga k; /

e serva tippude v ja u vahel.

Koik arakustutatud servad moo-
dustavad kooskola graafis G.

Varvimisviis v ilma varvita k on H\v servade varvimisviis
(k — 1) varviga.

Tipu v ja iga tema naabertipu (graafis H) aste vahenes iihe
vOrra.



Graafile H ja tipule v saame rakendada induktsiooni eel-
dust. Seega on graafi H servad varvitavad k£ — 1 varviga.
Olgu v/ mingi H servade varvimisviis k — 1 varviga.

Graafi G servade varvimisviisi k varviga saame, varvides
taiendavalt koik eelnevalt kustutatud servad varviga k. [



Graafi G servade suurimat kordsust tahistame p(G).

Teoreem. Olgu G silmusteta graaf. Siis ¥'(G) < A(G) +
u(G).



Kuivy: E — {1,...,k} on graafi G = (V, E) servade
mingi varvimisviis (mitte tingimata korrektne; MTK), siis
tahistagu 4(v), kus v € V, varvide arvu, mis tipu v juures

esinevad.

Graafi G = (V, E) servade MTK varvimisviis k varviga -y
on optimaalne, kui », ., ¥(v) on maksimaalne vGimalik

(k varviga varvimisviiside seas).

Ilmselt on iga korrektne varvimisviis optimaalne.



Lemma 1. Olgu G = (V, E) sidus graaf, mis ei ole paaritu-
arvulise pikkusega tsiikkel. Siis leidub tema servade selline
MTK varvimisviis 7y, nii et iga tipu v € V korral deg(v) < 1
voi y(v) = 2.

ToOestus. Vaatame koigepealt juhtu, kus G-s leidub Euleri
ahel C.

Anname servadele varvid nii, et C-s esineksid servad va-

helduvate varvidega.

Kui graafis on paaritu arv servi, siis alustame (ja l0petame)
C mones tipus, mille aste on > 3 (s.t. > 4).



Kui G-s ei leidu Euleri ahelat, siis olgu G’ saadud G-st
taiendava tipu u lisamise ja G iga paarituarvulise astmega
tipu temaga tthendamise teel.

u

G //

Vak

Tippe, mis u-ga iihendatakse, on paarisarv. G’ on Euleri
graaf.

Vaatame taas Euleri ahelat C' ja varvime servad nii, et nad

esineksid C-s vahelduvate varvidega. Alustame ja lopetame
C u-s.



Kui v € V on G-s paarisarvulise astmega, siis C siseneb te-
masse ja seejarel valjub temast, molemad servad kuuluvad
F-sse.

Kui v € V on paarituarvulise astmega, mis on > 1, s.t.
> 3, siis on tema aste G'-s > 4.

U
C

(Y

Siis C' mingil korral siseneb wv-sse (GG-st ja seejarel valjub
v-st samuti G-sse. []



Lemma 2. Olgu G = (V, E) mingi graaf, olgu v tema MTK
optimaalne varvimisviis k varviga. Olgu 2 ja 7 kaks varvi,

olgu v € V selline, et

e v-ga on Intsidentsed vahemalt kaks serva, mis on var-

vitud varviga z.
e v-ga pole intsidentne ukski 7-ga varvitud serv.

Olgu E' = v '({s,7}). Siis graafi (V, E') sidususkompo-
nent, mis sisaldab tippu v, on paarituarvulise pikkusega
tsiikkel.



TOestus. Vastuvaiteliselt. Vaatame seda (V, E') sidusus-
komponenti. Kui ta pole paarituarvulise pikkusega tsiikkel,
siis varvime ta eelmise lemma abil iimber. Siis 4(v) suure-
neb ja muude tippude jaoks () ei vahene. Seega polnud

v optimaalne. []

vaadeldav
sidususkomponen

~—
pole 7 ega




Lemma 3. Olgu G = (V, E) mingi graaf, olgu vy tema MTK
optimaalne varvimisviis k varviga. Olgu u,v € V sellised,

et nende vahel on kordne serv. S.t. leiduvad e, e; € F nii,
et E(e1) = E(ez) = {u, v}. Siis y(e1) # v(e2).

ToOestus. Varvime e, imber mone varviga, mis « juures ei
esine. Siis 4(v) ei vahene ja 4(u) suureneb. Teiste tippude
jaoks samuti y(-) el muutu. Jarelikult polnud v optimaalne.



Teoreemi toestus. Olgu v graafi G = (V, E) mingi opti-
maalne varvimisviis A(G) + u(G) varviga, oletame vastu-
vaiteliselt, et ta el ole korrektne.

Olgu siis v € V moni tipp, mille juures varv c; esineb
vahemalt kaks korda. Olgu e ja e; v-ga intsidentsed servad,
nii et y(eo) = 7(ex) = cx.

Olgu wug ja u; servade eg ja e; teised otsad. Vastavalt eel-

misele lemmale siis ug # u;.



puudub c,

puudub cs U3 puudub c3
puudub ¢4

Osad tipud voivad kokku langeda. Varvid (ja seega ka ser-
vad) on kéik erinevad.



Varvid c,, c3, ... ja tipud uq, us, ... valitakse jargnevalt:

e Varv c;,; on moni varvidest, mis tipu u; juures el esi-
ne. Kui tipp u; on meil juba varem esinenud tippudena
Ujy, - - -, Uj,, S11S valime ¢; 1 erineva varvidest ¢;, 41, ..., Cj 4+1.

— Me saame ta valida erineva varvidest ¢, 41, ..., Cj, 11,
sest tipuni u,; jouame me tlimalt u(G) korda ja iga
tipu juures ei esine vahemalt u(G) varvi.

e u; ., on moni selline tipp, mis on uhendatud tipuga v
servaga, mille varv on c;, 1.



Me lopetame varvide c ja tippude u valiku jargmisel kahel
juhul:

e Kui valitud ¢;,; on vordne mone varemvalitud varviga
Ck.
— Jlis ur # u;, sest ¢ = c;1 esineb u; juures ja el

esine u; juures.

e Kui varv c¢;,; el esine v juures (siis ei saa tippu u;;1
valida).



Teisel juhul varvime servad ey, ..., e; Umber. Serva e; var-
viks vOtame c; ;. Siis 4(v) suureneb ja j(u;) ei vahene.
Seega polnud <y optimaalne, vastuolu.

puudub c7

¢

Ug

puudub c7

puudub ¢,

puudub cs U3 puudub c3
puudub ¢4

Olgu uus varvimisviis y”.



Esimesel juhul varvime servad ey, ..., ex_1 imber. Serva e;
varviks votame c;,;. Siis 4(-) ei vahene iihegi tipu jaoks.
Olgu ¢y moni varv, mis v juures €l esine.

puudub cq

Ue \l/ Uo
puudub c7 v

Us Uy
puudub cg puudub ¢,

k=4
puudub cs U3 puudub c3
puudub c4

Saadud varvimisviisi nimetame 7’-ks. Ta on optimaalne.



Tahelepanek: uy # ur_1.

e Kui k > 1, slis varvimisviisis 7y varv c €1 esinenud uj_1

juures, kuid esines uj juures.

e Kui kK = 1, siis ug # u; vastavalt arutelule teoreemi

toestuse alguses.



Vaatame G alamgraafi (V, v~ *(co, cx)).

Vastavalt lemmale 2 on selle graafi v-d sisaldav sidusus-
komponent paarituarvulise pikkusega tsukkel.

S.t. leidub tee P : up_1; ~ ug, mis el labi v-d ja kasutab
ainult servi varviga cq ja c.

Sama tee leidub ka v jargi, sest 7' saamiseks muudeti ainult
v-ga intsidentseid servi.



Vaatame ka varvimisviisi v”.

puudub cq

Ug
puudub c7

k =
puudub cx U3 puudub c3
puudub c4

~v" on optimaalne. Tee P leidub ka " jargi varvitud graafis.



Tahelepanek: uyp_1 # u;.

o Kuli k =1, slis ¢ = ¢; 1 €l esine u; juures, kuid ¢ = ¢;

esineb ug juures.

o Kui k > 1, suis: Meil on ¢ = ¢;1. Kul ug_1 Ja u; oleks
sama tipp, sils tahendanuks see, et me valisime sama

tipu juures kaks korda sama varvi.

— Ennist me spetsifitseerisime, et seda me ei tee.

Sellel slaidil vaatasime varvimisviisi .

Me oleme leidnud, et ui_;, ux ja u; on koik erinevad.



Vaatame G alamgraafi (V,v" '(co, ci)).

— —
— ===

Uk/ NP

Taas peab v-d sisaldav sidususkomponent olema paaritu
tsukkel. Kuid ka u; kuulub sellesse sidususkomponenti, ent
tema aste graafis (V, 7" *(co,cx)) on 1. Vastuolu. ]



