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e Hamualtoni tsukliks graafis G nimetatakse tsiiklit, mis
labib selle graafi koik tipud tapselt iithel korral.

e Hamuiltonir ahelaks graafis G nimetatakse lahtist lihta-
helat, mis labib selle graafi koik tipud tapselt iihel korral.

e Graafi, kus leildub Hamiltoni tsiikkel, nimetatakse Ha-
maltont graafiks.

e Graafi, kus ei leidu Hamiltoni tsiiklit, aga leidub Hamil-
toni ahel, nimetatakse pool-Ham:ltont graafiks.

® Hi ole teada (mittetriviaalseid) tingimusi, mis oleksid tar-
vilikud ja piisavad graafis Hamiltoni tsiikli vo1 ahela leidu-
miseks.

e Kaesolevas loengus vaatame ainult lihtgraafe. (,,graaf” =
lihtgraaf)
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Teoreem (Ore, 1960). Olgu G = (V, E) lihtgraaf, kus
V| = n > 3. Kui iga kahe tipu u,w € V jaoks kehtib

implikatsioon
(u,w) ¢ E => deg(u) + deg(w) > n,

siis leidub graafis G Hamiltoni tstiikkel.
Jareldus (Dirac, 1952). Kui G = (V, E) on n-tipuline
lihtgraaf, kus iga tipu v € V jaoks kehtib deg(v) > %, siis

on G Hamiltoni graaf.

Jarelduse toestus. Iga kahe tipu u,w € V jaoks kehtib
deg(u) + deg(w) > n (likskdik, kas nad on naabrid voi ei),
seega jareldub teoreemist, et G on Hamiltoni graaf.



Teoreemi tbestus. Kui n = 3, siis ainus graaf, kus teoreemi
eeldus kehtib, on K3. Seal leidub Hamiltoni tsiikkel.

Olgu n > 4. Kehtigu teoreemi eeldus, argu kehtigu vaide.

Kui me graafile servi lisame, siis jaab eeldus kehtima. Li-
same G-le servi senikaua, kuni jouame graafini G’, mis ise
el ole Hamiltoni graaf, aga millele tikskoik millise serva li-

samisel saaksime juba Hamiltoni graafi.



Olgue = (u,w) € V xV mingi serv, mida G'-s pole. Graafis
G' U {e} leidub Hamiltoni tsiikkel

e
U=VYyg— V1 — VYV — " —Up—1 =W —U .

Graafis G' leidub Hamiltoni ahel
P:u=v99—v,—vU— " —VUp 1 =W .

Selles ahelas on n — 1 serva.



Olgu
e F, koigi servade (v;, v;y1) hulk, kus (u,v;,1) € E.
e F, koigi servade (v;, v;41) hulk, kus (v;, w) € E.

Teoreemi eelduse jargi |E,| + |Ey| > n. Seega leidub serv
(vs, Vs41), mis kuulub tihisossa B, N E,. Seejuures 7 # 0 ja
1#n — 2, sest (u,w) € E.
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Leidsime Hamiltoni tsiikli graafis G'. []




Teoreem (Bondy ja Chvatal, 1976). Olgu G = (V, E)
lihtgraaf ning olgu u,v € V kaks mitte-naabertippu, nii

et deg(u) + deg(v) > |V|. Sel juhul on G Hamiltoni graaf
parajasti siis, kui G U {(u,v)} on Hamiltoni graaf.

TOestus. Suund ,,G Hamiltoni = G U {(u,v)} Hamilto-
ni“ on ilmne. Teistpidi toestuse me andsime Ore teoreemi
toestades. []



Graaf G = (V, E) on Ore-kinnine, kui iga kahe erineva
tipu u,v € V jaoks kehtib

deg(u) +deg(v) > |V| = (u,v) € E .
Graafi G = (V, E) Ore sulundiks O(G) nimetatakse graafi
G' = (V,E'), kus
e G' on Ore-kinnine;
e £ C E';

e F' on vahim selline hulk, mis kahte eelmist tingimust
rahuldab.



Lemma. Olgu G; = (V, E;) ja G2 = (V, E;) Ore-kinnised
graafid. Siis G = (V, E; N E,) on samuti Ore-kinnine.

Toestus. Olgu u,v € V ja degs(u) + degs(v) > |V|. Siis
ka
degg, (u) + degg, (v) > |V ja degg,(u) + degg, (v) > V],

sest degg, (u) > degg(u) ja degg, (v) > degg(v).

Graafide G; ja G, Ore-kinnisusest saame (u,v) € E; ja
(u,v) € B,, millest jareldub (u,v) € E; N Es. O

Lemmast jareldub, et igal graafil leidub Ore sulund.



Algoritm (Ore sulundi leidmiseks). Olgu G = (V, E)
lihtgraaf.

1. Leia u,v € V, nii et deg(u) + deg(v) > |V| ja (u,v) &
V. Kui selliseid e1 leidu, siis valjasta GG ja lopeta too.

2. Lisa serv (u,v) hulka E ja mine punkti 1.

Lause. Algoritmi tootulemus ei1 soltu servade u, v valikust

punktis 1.



TOestus. Oletame, et algoritmi graafil G = (V, E) jooksu-
tades on voimalik saada kaks erinevat 1opptulemust G; =
(V,EUE,) ja Gy = (V,EUBE,), kus E; # E,. Uldsust kit-
sendamata oletame, et E;\E, # 0.

Hulga E;\E; elemendid lisatakse algoritmi toéotades graafi
G, mingis jarjekorras. Olgu serv (u,v) selles jarjekorras
esimene. Olgu E; C E; koigi nende servade hulk, mis lisati
enne serva (u,v) lisamist.

Meil on E; C E,. Seega on graafis G, tingimus deg(u) +
deg(v) > |V| rahuldatud. Saame vastuolu eeldusega (u, v) ¢
Es. []



Teoreem. Esitatud algoritm leiab graafi G Ore sulundi.

ToOestus. See jareldub jargmistest neljast vaitest:

1. Algoritmi valjundgraafi servade hulk on algoritmi si-
sendgraafi servade hulga tilemhulk.

2. Algoritm on monotoonne. S.t. kui G; = (V, E,) ja
G, = (V,E;), kus BE; C E,, siis algoritm teeb neist
mingid graafid G} = (V,E}) ja G, = (V,E;), kus
E; C Ej. Selle vaite toestus on analoogiline eelmise
lause toestusega.

3. Algoritmi valjastatud graaf on Ore-kinnine.

4. Kui algoritmi sisendiks on Ore-kinnine graaf, siis val-
jastab algoritm sellesama graafi.

[]



Jareldus. Graafi on Hamiltoni parajasti siis, kui tema Ore

sulund on Hamiltonai.

Toestus. Jareldub sulundi leidmise algoritmi kujust ning
Bondy ja Chvatali teoreemist. []

Jareldus. Olgu G = (V, E) lihtgraaf, kus |V| = n > 3. Kui
O(G) = K,, siis G on Hamiltoni graaf.

ToOestus. Jareldub eelmisest jareldusest ning sellest, et K,
on Hamiltoni graaf. []



Teoreem. Olgu G = (V, E) n-tipuline mitte-Hamiltoni

n

graaf. Siis leidub arv £ < %, nil et graafis G on k tip-

pu astmega ulimalt k£ ning n — k tippu astmega ulimalt
n—k—1.

TOestus. Olgu O(G) = (V, E'). Kuna O(G) # K,, siis lei-
duvad tipud v ja w nii, et (u,w) € E'. Valime need u ja w
nii, et summa degg (u) + deggy (w) oleks maksimaalne.

Meil on degg (u) +degg (w) < n—1, muidu oleks (u,w) €
E' (vastavalt Ore sulundi definitsioonile). Olgu
U={u|u #u,(u,u) g E}
W={w|v #w, (v,w)d¢EY} .

Uldsust kitsendamata eeldame, et degg(u) < deggm(w).
Olgu k = degg(u).



1. degp(u) +degp(w) <n — 1.
degy (u) + degg (w) on maksimaalne voimalik.
k — degE/(U) S degE/(w)

: n—1 n
1. ja 3. annavad k < %5~ < 7.

o s WD

2. annab degg (w') < degg(u) iga w' € W jaoks. Sa-
muti degg (u') < degg (w) iga v’ € U jaoks.

6. |[Ul=n—1—degg(u)ja|W|=n—1—degg(w). Selle
annab lihtne loendamine.

7. 1. ja 6. annavad |[W| > k.

8. 5. annab degg(w') < degg(w') < degg(u) = k iga
w' € W jaoks.

Oleme leidnud £ tippu astmega < k.



1. degg(u) +degp(w) <n — 1.

4 k<<l

5. degm(u') < degg (w) iga u’' € U jaoks.

6. |[U =n—1—degg(u).

9. 6. annab |[U|=n—k — 1. Seega [UU {u}| =n — k.
10. Iga v’ € U jaoks annavad 5. ja 1., et

degp(u') < degp(u') <degm(w)<n—-1—k .

11. 4. annab degg(u) < degg(u) =k <22 <n—-1-k.

Oleme leidnud n — k tippu astmega <n — k — 1.



Jareldus. Olgu G = (V, E) n-tipuline graaf, nii et iga
k < % korral on graafis vahem kui k tippu astmega ilimalt
k voi1 vahem kui n — k tippu astmega ulimalt n — k£ — 1.
Siis on G Hamiltoni graaf.

TOestus. Eelmisest teoreemist. (A = B) & (=B = -A). O
Sama asi valentsijadade keeles:

Jareldus. Olgu G = (V, E) graaf valentsijadaga (aq, . . ., @)
Kui iga k < % korral kehtib (ax < k) = (an—x > n — k),
siis G on Hamiltoni graaf.



Nimetame valentsijada (ai,...,a,) hamailtoniliseks, kui
iga graaf G valentsijadaga (b1,...,b,), kus b; > a; (1 <
1 < n) on Hamiltoni.

Teoreem. Valentsijada (ay, ..., a,) on hamiltoniline para-
jasti siis, kui iga k < 7 korral kehtib (ar < k) = (ap_x >
n—k).

Toestus. <« on eelmisel kilel naidatud.

=> naitamiseks oletame, et (ay,...,a,) ei rahulda toodud
tingimust. Konstrueerime graafi valentsijadaga > (a4, ..., an,),
mis pole Hamiltoni.

Mitterahuldatus tahendab, et leidub k, kus ar < k ja
An_t <n—k—1.



Antud k jaoks suurim selline valentsijada on

(k,....,.ke,bn—k—1,....n—k—1,n—-1,...,n—1) .
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Mitte-Hamiltoni graaf sellise valentsijadaga:
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