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Graafi, kus pole tsiikleid, nimetatakse metsaks.

Sidusat metsa nimetatakse puuks.

N

Tippu, mille aste on 1, nimetatakse leheks.

Lause. Iga puu on kahealuseline graaf.

TOestus. Hakkame mingist tipust alates tippe alustesse

jaotama. Melil el saa tekkida vastuolu, sest tsiikleid ei ole.
[]



Lause. Olgu G n-tipuline graaf, millel on m serva ja k
sidususkomponenti. Sel juhul n — &k < m.

Toestus. Induktsioon tile m.

Kui m = 0, siis on G iga tipp eraldi sidususkomponent,
s.t. kK = n. Vorratus kehtib.

Olgu m > 0. Eemaldame graafist G uhe serva, saades m—1
servaga graafi. On kaks voimalust:

e Sidususkomponentide arv el suurenenud. Induktsiooni
eeldusest saamen —k <m — 1. Seegakan — k < m.

e Sidususkomponentide arv suurenes iithe vorra. Indukt-
siooni eeldusest saame n — (k + 1) < m — 1. Seega ka
n—k <m. []



Teoreem. Olgu T' = (V, E) n-tipuline graaf. Suvalisest
kahest jargmisest vaitest jareldub kolmas.

(1). T on sidus.
(ii). T on tsiikliteta.
(iii). T-s on n — 1 serva.

See teoreem annab kaks alternatiivset puu definitsiooni.



Toestus.
(i) & (ii) = (iii). Induktsioon iile n.

Kui T-s on uks tipp, siis on T koik servad silmused, seega
kujutab T iga serv endast tsiiklit. Tingimuse (ii) jargi on
T tsukliteta, jarelikult ka servadeta.

Olgu graafis T' n tippu.

T on tsukliteta =— T'-s leidub tipp v astmega 0 voi1 1.

Teoreem. Graafis, mille iga tipu aste on vahemalt 2, leidub tsiikkel.

T on sidus — tipu v aste ei ole 0.

Indutseeritud alamgraaf 7" tipuhulgaga V\{v} on sidus ja
tsukliteta, induktsiooni eelduse jargi on temas n — 2 serva.

Graafis T' on iiks serv rohkem kui graafis 7T".



(ii) & (iii) = (i). Oletame, et T ei ole sidus.
Olgu 17, ..., Ty graafi T sidususkomponendid. Nad koik on
tsiikliteta ja sidusad, seega on juhu (i) & (ii) = (iii) jargi
neis koigis servi ihe vorra vahem kui tippe.

Kokkuvottes saame, et graafis T' on n — k serva. Kuna T-s
on n — 1 serva, siis kK = 1, s.t. T" on sidus.

(1) & (iii) = (ii). Oletame, et T-s on tsiikkel. Eemaldame
sellest tsuklist tihe serva, sils on meil n tipuga ja n — 2
servaga sidus graaf. Vastuolu eelpool toestatud lausega. [



Vahemarkus matemaatilisest induktsioonist.

Olgu meil mingi vaide P(z) hulga = elementide kohta. Me

tahame naidata, et Vz € X : P(z).

Esitugu hulk X osahulkade X, iihendina: X = |J X,.
neN

Naiteks: X on graafide hulk, X, on n-tipuliste graafide

hulk.

Siis piisab Vz € X : P(z) naitamiseks Vz € X; : P(z)
javn € N: (Vz € X, : P(z) = Vz € X, : P(z))
naitamisest.



Jargnevad tegevused el anna induktsioonisammu toestust:
1. Valime suvaliselt mingi z € X,,.

2. Temast lahtudes konstrueerime mingi =’ € X, 1.

e Neid z'-e voib ka mitu olla, iildiselt konstrueerime
me mingi s(z) C X,1.

3. Naitame, et iga =’ € s(z) jaoks P(z'). Seejuures voime
eeldada, et P(z) kehtib.

Me pole naidanud, et |J s(z) = X,,1 ehk samavaarselt
TEXn

V' € X, 1 dz € X, : ¢’ € s(z).



Monikord on selle toestamatajaanud tingimuse kehtivus

ilmne.
Naiteks siis, kui koik hulgad X,, on iiheelemendilised.

Nii on naiteks siis, kui meil on ulesandeks toestada, et min-
gi valem f(n) = g(n) kehtib iga n € N jaoks.

Monikord ei ole ilmne, néiteks eelmises teoreemis (i) & (ii)
= (iii):

Ei ole ilmne, et kui me mingile n-tipulisele sidusale tsiikli-
teta graafile iihe rippuva tipu lisame, siis saame katte koik
(n + 1)-tipulised sidusad tsiikliteta graafid.



Korrektne tegevuste jarjekord oleks:
1. Valime suvaliselt mingi =’ € X, 1.

2. Temast lahtudes konstrueerime mingi ¢z € X, s.t. =
on mingil viisil seotud z’-ga.

3. Naitame, et P(z') kehtib. Seejuures voime eeldada, et
P(z) kehtib.



Teoreem. Graaf T' on puu parajasti siis, kui ta on sidus

ja tema i1ga serv on sild.

Toestus. Suund =. Olgu T-s n tippu ja n— 1 serva. Vaata-
me mingit serva. Kui me ta eemaldame, jaab jargi n tipuga
ja n — 2 servaga graaf, mis vastavalt esimesele lausele on

mittesidus. Seega on see serv sild.

Suund <. Kui T-s leiduks moni tsiikkel, siis sinna tsiiklisse
kuuluvad servad ei ole sillad — neist mone eemaldamaisel
jaaks graaf endiselt sidusaks. Seega on T tsiikliteta (ja vas-

tavalt teoreemi eeldusele sidus). []



Teoreem. Olgu T graaf, milles on n tippu. Jargmised vai-
ted on samavaarsed.

1. T on puu.
2. T suvalise kahe tipu vahel on tapselt uks lihtahel.

3. T on tsiikliteta, aga serva lisamisel iikskoik millise kahe
tipu vahele tekib tsiikkel.

Toestus. 1 = 2. Suvalise kahe tipu vahel on vahemalt ks
lihtahel, muidu poleks T' sidus. Kui mone kahe tipu va-
hel leiduks mitu erinevat lihtahelat, siis need ahelad koos
moodustaksid tsukli, seega poleks T’ siis puu.



2 = 3. T on tsukliteta, sest tsuklil olevate tippude vahel
leidub vahemalt kaks erinevat lihtahelat. Tippude u ja v

vahele uue serva e lisamisel tekib tsiikkel © ~» v — .

3 = 1. Oletame, et T eil ole sidus. Serva lisamisel erine-
vatesse sidususkomponentidesse kuuluvate tippude vahele
tsuklit e1 teki. Vastuolu eeldusega. []



Sidusa graafi G = (V, E) aluspuu on selle graafi alamgraaf
T', mis on puu tipuhulgaga V.

Mittesidusa graafi korral voime raakida tema alusmetsast
— selle graafi sidususkomponentide mingite alampuude

uhendist.

AVAVAVSWAYAY




Servade eraldav hulk graafis G = (V, E) on selline hulk
E' C E, et graafis (V, E\ E') on rohkem sidususkomponente
kui graafis G.

Tippude eraldav hulk graafis G = (V, E) on selline hulk
V' CV, et graafis G\V' on rohkem sidususkomponente kui
graafis G.

Servade/tippude l0tkav hulk on (hulkade sisalduvuse mot-
tes) minimaalne servade/tippude eraldav hulk.

Uheelemendilise servade/tippude 16ikava hulga ainsat ele-
menti nimetatakse sillaks/l6iketipuks.

Graaf on serviti/tiput:s k-sidus kui ta on sidus ja tema
servade/tippude l0ikavad hulgad on koik voimsusega > k.



Lause. Olgu T = (V, E7) graafi G = (V, E) mingi alus-
mets. Olgu C selle graafi mingi tsiikkel ja C* mingi servade
16ikav hulk. Siis Er N C* # 0 ja (E\E7r) N C # 0.

Toestus. Kui (E\Er)NC =0, siis C C Er, aga T-s pole
tsukleid.

Hulka C* kuuluvate servade eemaldamine jaotab G min-
gi sidususkomponendi G’ kaheks komponendiks H ja K.
Metsa T puu, mis on G’ aluspuuks, peab iihendama H ja
K tippe, seega on selles puus moni serv H ja K tippude
vahel. See serv ongi E+ N C* elemendiks. []



Olgu G = (V, E) mingi n-tipuline graaf ning olgu iga serva
e € F jaoks defineeritud tema kaal w(e).

Kui G’ = (V', E') on G alamgraaf, siis olgu w(G') = > w(e).

ec b/

Algoritm (minimaalse kaaluga aluspuu leidmiseks G-s).

Vali uksteise jarel servad eq,...,e,_1, nii et
e ¢, on erinev servadest e1,...,e;_1;
e ¢; el moodusta koos servadega ey, ..., e;_; tsuklit;

e ¢; on minimaalse kaaluga eelmist kahte punkti rahul-

davate servade seas.

Valjasta T = (V,{e1,...,en_1})
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Teoreem. Eeltoodud algoritm on korrektne.

TOestus. T on (alus)puu — ta on tsiikliteta, temas on n
tippu ja n — 1 serva.

Oletame, et w(T') pole minimaalne. Olgu 7" moéni G mi-
nimaalse kaaluga aluspuu. Olgu 7" selline, et tal on T-ga
maksimaalne arv thiseid servi.

Olgu k € {1,...,n — 1} vahim selline arv, et ex & E(T").
Olgu S = T" U {ex}. Graafis S leidub mingi tsiikkel C.

Kuna T ja T on tsiikliteta, siis e, € C ja leidub e €
E(T")\E(T), nii et e € C.

Graaf 7" = S\{e} on sidus ja n — 1 servaga, s.t. ta on
aluspuu.



Serv e on selline, mis

e on erinev servadest e;,...,ex_1,

e el moodusta koos servadega ey, ..., er_; tsuklit
(sest eq,...,ex_1 € E(T)).

Serv e; on minimaalse kaaluga servade seas, mis

e on erinevad servadest eq(,...,€ex_1,

e el moodusta koos servadega e, ..., e;r_1 tsuklit.
Seega w(er) < w(e).

Saame w(T") = w(T") — w(e) + w(ex) < w(T"), s.t. T" on
minimaalse kaaluga aluspuu.

Puul T" on rohkem puuga T iihiseid servi kui puul 77.
Vastuolu 7" valikuga. (]



Lause. Olgu G = (V, E) sidus graaf ja v € V. Jargmised
kolm vaidet on samavaarsed.

(i) v on loiketipp.

(ii) leiduvad tipud u,w € V\{v} nii, et suvaline ahel u ~»

w labib tippu v.

(iii) Hulk V\{v} on tiikeldatav hulkadeks U ja W nii, et
suvalise © € U ja w € W korral suvaline ahel u ~~» w
labib tippu v.



TOestus. (i) = (iii). Graaf G\v pole sidus. Votame iihe
tema sidususkomponendi tipud hulgaks U ja tlejaanud si-
dususkomponentide tipud hulgaks W.

Kui u € U ja w € W, siis graafis G\v pole ahelaid u-st
w-sse. Seega labib iga ahel u ~» w graafis G tippu v.

(iii) = (ii). Votame tipu u hulgast U ja tipu w hulgast W.

(ii) = (i). Kui v asub suvalisel ahelal u ~» w, siis graafis
G\v pole iihtegi ahelat tipust w tippu w, s.t. G\v pole
sidus, s.t. v on loiketipp. []

Sidus graaf on blokk, kui temas pole 1oiketippe.



Teoreem. Olgu G = (V, E) vahemalt 3-tipuline sidus lihtgraaf.
Jargmised seitse vaidet on samavaarsed.

(i) G on blokk.

(ii) Suvalised kaks tippu asuvad mingil tsiiklil.
(iii) Suvaline tipp ja suvaline serv asuvad mingil tsiiklil.
(iv) Suvalised kaks serva asuvad mingil tsiiklil.

(v) Suvalise kahe tipu ja suvalise serva jaoks leidub lihtahel,
mis ihendab neid tippe ja labib seda serva.

(vi) Suvalise kolme tipu jaoks leidub lihtahel, mis iithendab
neist esimesed kaks ja labib kolmandat.

(vii) Suvalise kolme tipu jaoks leidub lihtahel, mis iithendab
neist esimesed kaks ja ei labi kolmandat.



Toestus.

(i) = (vii)

Olgu u, v, w € V. Kuna v pole 10iketipp, siis el saa eelmise
lause vaide (ii) toene olla, s.t. iga u,w jaoks leidub ahel
u ~» w, mis el labi tippu v.

(vii) = (i)

Olgu v € V, naitame, et ta ei ole 1oiketipp. Suvalise u, w €

V' jaoks leidub ahel © ~» w, mis el labi tippu v, seega
eelmise lause vaide (ii) on vaar.






(i) = (ii)
Olgu u, v mingid tipud ning olgu U C V' \{u} koigi selliste
tippude hulk, mis asuvad mingil tsuklil koos u-ga.

Oletame vastuvaiteliselt, et v € U.

Kuna G-s pole sildu, siis koik w naabertipud kuuluvad hul-
ka U: kui u — v/, siis G — (u, u’) on sidus, seal leidub tee
u ~> u’, see tee koos servaga (u,u’') annab tsiikli. Seega U
pole tihi.

Olgu w € U selline, mille kaugus v-st on minimaalne. Olgu
e [ lihim lihtahel w-st v-sse;
e P, ja P, teineteisega mitteloikuvad lihtahelad u-st w-sse.

w valiku tottu ei1 16iku P, ja P, Fy-ga.



Olgu veel

e P’ mingi lihtahel u ~~» v, mis ei 1abi tippu w (leidub
vastavalt vaitele (vii));

e ' esimene (alates u-st) tipp ahelal P, mis asub ahelal F;

e v viimane (alates u-st) tipp ahelal P’ enne tippu v/,
mis asub ahelal P; v&i P,. Uldisust kitsendamata loe-
me, et ahelal P;.

Py Py P’ Py . .
u ~5> w ~» w ~ u ~5 u on tsiikkkel, seega w' € U ja

d(w',v) < d(w,v). Vastuolu w valikuga.



(v)



(ii) = (vii)
Olgu u,v,w € V. Leidub tsiukkel, millel asuvad u ja w,

seega leiduvad kaks mitteloikuvat lihtahelat v ~» w. Vahe-

malt uks neist ahelatest e1 labi v-d.






(ii) = (iii)
Olgu u € V ja (v,w) € E. Olgu C tsiikkel, millel asuvad u
ja v.

Kui w asub C-l, siis asendame C' 10igu v ja w vahel servaga

(v, w).

U



Kui w el asu C-l, siis olgu P ahel u ja w vahel, mis el
sisalda tippu v (leidub tanu vaitele (vii)). Olgu «' viimane
(alates u-st) tipp sellel ahelal, mis asub tsiiklil C.

Tsiiklis C' asendame 16igu 4’ ja v vahel 16iguga

; P
Uu ~~»w —7.






(iii) = (ii)
Olgu u,v € V. Olgu w moni v-ga intsidentne tipp (leidub,
sest G on sidus). Tsiikkel, mis 1dbib tippu u ja serva (v, w),

labib tippe u ja v.






(iii) = (iv)
Olgu (u,v), (w,z) € E. Kui neil kahel serval on iihine tipp,
naiteks v = w, siis otsitav tsuikkel moodustub neist kahest

servast ja ahelast u ~» z graafis G\v. See ahel leidub vaite
(1) tottu.

Kui u,v,w,z on koik erinevad, siis olgu C tsiikkel, mis
sisaldab tippu u ja serva (w, z).

Kui v asub C-l, siis asendame C-s 101gu u ja v vahel servaga

(u,v).
U C w




Olgu P ahel z ~» v, mis ei 1abi tippu u (selline leidub
tanu vaitele (vii)). Olgu v’ viimane (z-st alates) tipp sellel
ahelal, mis asub tsiklil C.

Kui v' asub C-1 tippude u ja z vahel, siis on otsitavaks

s C P C
tstikliks £ ~ V' ~> v —u ~» w — 2.

U C "\ W




Kui v’ asub C-1 tippude u ja w vahel, siis on otsitavaks
C p ,cC

tsukliks z ~»u—v ~ v ~ w — z.
C w
P

v T

(iv) = (iii)

Nagu (iii) = (ii)






(iv) = (v)

Olgu u,v € V ja (w,z) € E. Kuna (iv) kehtib, siis graaf G
on blokk. Olgu

/

G kui (u,v) € E

G = <
\G’+(u,v) kui (u,v) ¢ E .

Sidusasse graafi servi lisades 1oiketippe juurde ei teki, seega
on ka G’ blokk ja temas kehtib (iv).

Vastavalt (iv)-le leidub G'-s tsiikkel C, kuhu kuuluvad ser-
vad (u,v) ja (w,z).

Eemaldades C-st serva (u, v) saame lihtahela, mis iihendab
u ja v ning labib serva (w, ).

Selle lihtahela koik servad on graafis G.



(v) = (vi)

Olgu u,v,w € V. Olgu z mingi v naabertipp. (v) jargi
leidub lihtahel P : u ~» w, mis sisaldab serva (v, z), seega

ka tippu v.
(vi) = (vii)
Olgu u,v,w € V. (vi) jargi leidub lihtahel P : u ~» v, mis

sisaldab tippu w. Selle ahela 101k u-st w-ni ei sisalda tippu
V. []



