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Olgu G = (V, E) lihtgraaf. Kooskédla graafis G on selline
servade hulk M C E, et iga v € V jaoks deg,,(v) < 1.

Kooskola M on taielik, kui deg,,(v) =1 iga v € V jaoks.

Tanases loengus anname uhe tarviliku ja piisava tingimuse
taieliku kooskola leidumiseks graafis.

[lmne on, et graafis on taielik kooskodla parajasti siis, kui
tema 1gas sidususkomponendis on taielik kooskola. Seepa-
rast vaatame selles loengus ainult sidusaid graafe.

Hasti lihtne tarvilik tingimus — graafis peab olema paa-

risarv tippe.



Selles graafis ei ole taielikku kooskdla






graaf G = (V, E)

olgu G sidus



graaf G = (V, E)

tipuhulk S C V



kustutame S-1 kuuluvad tipud

ja nende tippudega intsidentsed
servad

saadud graafi tahistame
G\S

G\ S ei pruugi

sidus olla



Gl,...,Gk'

o @
@ G\ S sidususkomponendid

@ G\ S ei pruugi

sidus olla



</

(7-s on servad:
e 5-1ja (G;-de sees

e 5-1ja (G;-de vahel

@ (G-s pole servi
et

(G,-de vahel



(GG-s on servad:
e 5-1ja (G;-de sees
e 5-1ja (G;-de vahel

Olgu // taielik kooskdla G-s
Olgu v tipp G;-s

Kus asub tipp, millega v
paaris on?




e 5-1ja (G;-de vahel

@ Olgu M/ taielik kooskdla G-s
S A

— Olgu v tipp G;-s

G (G-s on servad:
@ e 5-1ja (G;-de sees

| Kus asub tipp, millega v

paaris on?
\ a
|
G?: n | | | ]

) voib asuda G;-s




(7-s on servad:
e 5-1ja (G;-de sees

e 5-1ja (G;-de vahel

@ Olgu M/ taielik kooskdla G-s
S A

— Olgu v tipp G;-s
. Kus asub tipp, millega v
A paaris on?

\ a

VU voib asuda S-is



Kui G;-s on paaritu arv tippe,
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Tahistagu odd(G) sidususkomponentide arvu G-s, millel

on paaritu arv tippe.

Naitasime, et kui graafis G = (V, F) leidub taielik kooskola,
siis odd(G\S) < |S|. Seda iga S C V jaoks.

Teoreem (Tutte). Graafis G = (V, E) leidub taielik koos-
kola parajasti siis, kui iga S C V jaoks kehtib odd(G\S) <
|51,

ToOestus. Tarvilikkust juba naitasime. Naitame piisavust
ka.



Vastuvaiteliselt oletame, et leidub graaf G, kusiga S C V
jaoks 0dd(G\S) < |S|, aga G-s ei leidu taielikku kooskola.

Muuhulgas siis odd(G) = odd(G\0) < 0, seega on G-s
paarisarv tippe.

Lisame G-le mingil viisil servi senikaua, kuni jouame mingi
graafini G*, kus ei ole taielikku kooskola, aga millele iiks-

koik millise serva lisamisel saaksime graafi, kus on taielik
kooskola.

Kuna K,,-s on taielik kooskodla, siis me jouame sellise G*-
ni.

Naitame, et iga S C V jaoks kehtib ka odd(G*\S) < |S|.



Piisab, kui naitame odd(G*\S) < odd(G\S).

Graaf G*\S on saadud graafile G\S mingeid servi lisades.
Uurime, kuidas muutub odd(-) graafile servi lisades.

Kui lisame graafile mingi serva, siis voib ta ithendada 2
tippu
e samast sidususkomponendist. Sel juhul odd(-) ei muu-

tu.

e kahest erinevast sidususkomponendist. Sel juhul saab
neist kahest komponendist iiks.



e Kul molemis komponendis oli paarisarv tippe, siis on
uues komponendis ka paarisarv tippe. Seega siis odd(-)

el muutu.

e Kuil tthes komponendis oli paaris- ja teises paaritu arv
tippe, siis on uues komponendis ka paaritu arv tippe.
Seega siis odd(-) el muutu.

e Kul molemis komponendis oli paaritu arv tippe, siis
on uues komponendis paarisarv tippe. Seega siis odd(-)

vaheneb 2 vorra.

Seega saab graafile servi lisades odd(:) ainult vaheneda.
Jarelikult odd(G*\S) < odd(G\S) < |S].



Oleme naidanud, et teoreemi toestamiseks piisab, kui tu-

letada vastuolu jargmisest vaitest:
Leidub graaf G* = (V, E*), kus
e el leidu taielikku kooskola;

e suvalise serva lisamisel tekib taielik kooskola;

e iga S C V jaoks kehtib odd(G*\S) < |S].



Olgu S koigi selliste
tippude hulk, mis on
uhendatud koigi teiste
tippudega




On kaks voimalust:
1. Graafi G*\S koik sidususkomponendid on tadisgraafid.

2. Leidub G*\S sidususkomponent, mis ei ole taisgraaf.
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G, G*-1s leidub kooskola — vastuolu



Konstrueerime taieliku kooskola G*-s:

e G*\S sidususkomponentides K>, nende komponentide
piires.
e G*\S sidususkomponentides K,,,; nende komponen-

tide piires, nii et iks tipp ule jaaks.

e G*\S sidususkomponentides K, iksikud iilejdanud

tipud seame igaiihe vastavusse mone S-1 tipuga.

Komponente K,,,; pole rohkem kui |S]|.

e S-1 ilejaanud tipud seame omavahel vastavusse.

Ule jaab paarisarv, sest G*-s on paarisarv tippe.
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2. voimalus

H — G*\ S sidususkomponent
H pole taisgraaf

H' — H max. taisalamgraaf

yeV(H')jaze V(H)\V(H
rc V(H')
weV\S

G, = (V,E*U{(z,2)})

Gy = (Va E* U {(y7 w)})

Graafides G; ja G4 leiduvad
kooskolad.



Olgu M, graafi G, taielik kooskdla. Siis (z, z) € M;, muidu
oleks M; graafi G* taielik kooskola.

Olgu M, graafi G, taielik kooskéla. Siis (y, w) € M.
Olgu G = (V, (Ml\Mz) U (Mz\Ml))

G*

M2\ M,



Olgu v € V. Mis on deg./(v) voimalikud vaartused?

Leidub tapselt iks e; € M; ja e; € M, nii et e; ja e; on
v-ga intsidentsed.

e Kui e; = ey, siis deg./(v) = 0.
o Kui e; # ey, siis dego/(v) = 2.

Seega on G’ sidususkomponentideks isoleeritud tipud ja
tsiklid.

Tsuklid on paarisarvulise pikkusega — vaheldumisi serv
M-st ja serv M,-st.



On kaks voimalust:

1. Servad (z,z2) ja (y,w) kuuluvad G’ erinevatesse si-

dususkomponentidesse.

2. Servad (z,z2) ja y,w) kuuluvad G’ samasse sidusus-

komponenti.

Molemal juhul naitame, et G*-s 1kkagi leidub taielik koos-
kola.



1. voimalus

G*
(osaliselt)

M,
Kooskola G*-1l:

o M, tsuklis C

e [, valjaspool tsuklit C



2. voimalus

(osaliselt)

Kooskola G*-1l:
e sinised servad tsuklis C
e M, valjaspool tsuklit C []



Kuidas leida graafis taielikku kooskola? Vo1 ildisemalt,
maksimaalset kooskodla?

Berge’l teoreemi abil. Kui meil on antud suvaline kooskola
M, siis puuame leida M-laienevat teed.

M-laieneva tee leidmiseks leiame, milliste tippude vahel
leidub M-vahelduv tee.

Seda saab leida graafi (laiuti / siigavuti) labides.
















































