20. oktoobril 2004 toimunud Graafide kontrolltoo
lilesanded ja lahendused

1. iilesanne. Leia |E(L(K,,.))|-
Lahendus. Graafis K,,, on mn serva, graafis L(K,,,) on seega mn tippu.
Graafis K, , on iga serva iihe otstipu aste m ja teise aste n, seega on graafis
L(K,,,) iga tipu aste m+n — 2. Suvalises graafis on tippude astmete summa
vordne kahekordse servade arvuga, jarelikult on graafis L(K,, ) mn(mtn-2)
serva.
2. iilesanne. Olgu G = (V, F) mingi lihtgraaf, olgu e € E. Serva e =
(u,v) kokkutombamine graafis G annab meile lihtgraafi G/e, kus tipud u ja
v on asendatud iiheainsa tipuga w, mis on servaga iithendatud koigi nende
tippudega, millega oli iithendatud u voi v.
Niéita, et kui G on vihemalt nelja tipuga blokk ja e € F(G), siis kas G —e
voi G/e on blokk.
Lahendus 1. Oletame, et G — e ei ole blokk. Néitame, et siis G/e on blokk.
Olgu z ja y mingid tipud graafis G/e, niitame, et G/e-s leidub tsiikkel,
millel nad molemad on. Kuna G on blokk, siis leidub graafis G mingi tsiikkel
C', millel on nii z kui ka y (kui kas x v6i y on vordne w-ga, siis vaatame tema
asemel graafis G tippu u).

e Kui ei u ega ka v ei kuulu tsiiklile C| siis on C' ka tsiikkel graafis G/e.

e Kui u voi v, aga mitte molemad kuuluvad tsiiklile C siis asendades
selle tipu tipuga w saame tsiikli G/e-s, millele kuuluvad nii = kui ka y.

e Kui tsiiklisse C' kuuluvad nii v kui ka v ja peale selle ka serv e (s.t.
tipud u ja v on C-1 jarjest, nende vahel on serv e), siis C'/e on tsiikkel
graafis G/e, millele kuuluvad nii x kui ka y.

Vaatamata on veel voimalus, kus nii u kui ka v on tsiiklil C', aga e ¢ C.
Niitame, et see voimalus ei saa esineda. Konkreetsemalt nditame, et kui G-s
leidub tsiikkel C', millel on u ja v, aga ei ole e, siis ka G — e on blokk.

Olgu x ja y mingid tipud graafis G, nditame, et nende vahel leidub tsiikkel,
mis ei sisalda serva e. Olgu C' mingi tsiikkel graafis GG, millel on nii x kui ka
y. Kui e € C, siis oleme soovitud omadusega tsiikli leidnud. Vastasel juhul
leidub meil graafis G — e lihtahel P : u ~> x ~» y ~» v (tipud z ja y voivad
ka vahetatud olla), selle ahela saame C-st, kustutades seal serva e.



Olgu ¢ ja v” tipud, mida ldbivad nii C' kui ka P, seejuures olgu
e tipp x ahelal P tippude v’ ja u” vahel;
e ahel P ei l6iku o ja u” vahel tsiikliga C.

Tipp = voib ka C-l asuda, sel juhul z = ' = u”. Olgu v’ ja v" analoogilisi
tingimusi rahuldavad tipud tipu y jaoks.

Tipud o', u”,v',v" voivad C-1 asuda kahes pohimétteliselt erinevas jérje-
korras. Molemal juhul on P ja C servadest kokku pandav tsiikkel, millel on
x ja y (ndidatud katkendjoonega); see tsiikkel ei sisalda serva e.

el loiku

Lahendus 2. Oletame, et G/e ei ole blokk. Néitame, et siis G — e on blokk.
Paneb kirja kunagi edaspidi. . .

3. iilesanne. Kui graafis G on tsiikleid, siis minimaalse pikkusega tsiikli

pikkust nimetame graafi védimbermaooduks ja tahistame g(G). Néiita, et kui

graafis leidub tsiikleid, siis ¢(G) < 2d(G) + 1.

Lahendus. Vorratus, mis meil tuleb toestada, on samavéiérne vorratusega

d(G) = (g9(G) — 1)/2. Néitame, et kehtib pisut tugevam vorratus, nimelt

d(G) = [9(G)/2].



Niitamaks, et graafi diameeter on mingist vadrtusest suurem, tuleb meil
leida kaks tippu, mille vaheline kaugus on viahemalt vordne selle vaidrtusega
(voi sellest suurem). Olgu C' tsiikkel graafis G, mille pikkus on ¢g(G). Olgu u
ja v teineteise vastas olevad tipud sellel tsiiklil, nende tippude kaugus médda
tsiklit C on |g(G)/2]. Olgu Pc ahel mooda tsiiklit C' otstippudega u ja v
ning pikkusega |g(G)/2].

Me véaidame, et d(u,v) = | g(G)/2]. Tdepoolest, oletame vastuviiteliselt,
et d(u,v) on véiksem, siis leidub G-s mingi ahel P u-st v-sse, mille pikkus
on viiksem kui |g(G)/2]. Ahelad P ja Pc koos moodustavad mingi kinnise
ahela, mille pikkus on viiksem kui ¢g(G). Selle ahela servadest saab kokku
panna mingi tsiikli, mille pikkus on samuti viiksem kui g(G). Vastuolu ¢g(G)
definitsiooniga.

Oleme leidnud tipud « ja v, mille vaheline kaugus on |g(G)/2].

4. iilesanne. Olgu antud graaf G = (V| F), mille servadel on defineeritud
pikkused, vaatame Hiina postiljoniprobleemi selles graafis. Loengust on tea-
da, et probleemi lahendus koosneb Euleri ahelast selles graafis ning mingitest
taiendavatest ahelatest P; paarituarvuliste astmetega tippude vahel.

Niita, et iikski graafi serv ei kuulu rohkem kui iihele neist ahelatest P;.
Lahendus 1. Loengus toestasime, et Hiina postiljoniprobleemi lahenduseks
olev kinnine ahel ei sisalda iihtegi serva rohkem kui kaks korda. Iga serv esineb
iiks kord Euleri ahelas. Seega voib ta iilimalt iihel korral esineda ahelates P,
s.t. ta saab esineda mitte rohkem kui iihel neist ahelatest P;.

Lahendus 2. Oletame vastuviiteliselt, et mingi serv e on nii ahelal tipust a
tippu ¢ kui ka ahelal tipust b tippu d. Uldsust kitsendamata loeme, et a ja b
on ,samal pool“ serva e (vastasel juhul vahetame b ja d &ra).

a C

b d

Kui me asendaksime ahelad a ~» ¢ ja b ~» d ahelatega a ~» b ja ¢ ~» d,
siis ahelate P; summaarne pikkus viaheneks. Vastuolu sellega, et ahelad P;
annavad meile Hiina postiljoniprobleemi lahenduse.

5. iilesanne. Olgu G = (V| F) mingi graaf ning tahistagu t(U) iga U C V
jaoks minimaalset sellist arvu &, mille korral leiduvad graafis G[U] lihtahelad
Py, ..., P nii, et iga tipp U-st kuulub tépselt iihele neist ahelatest. Néita,



et kui graafis G mingi U C V jaoks t(U) > |V| — |U]|, siis pole G Hamiltoni
graaf.

Lahendus. Olgu G = (V, E') Hamiltoni graaf, olgu U C V ja olgu C' mingi
Hamiltoni tsiikkel graafis G. See tsiikkel siseneb mingi arv kordi alamgraafi
G[U] ja sama palju kordi ka viljub sealt. Iga sisenemise ja viljumise korra
vahel on mingi lihtahel U tippudest. Need lihtahelad on omavahel ithenda-
tud véljaspool graafi G[U], ithendusi on sama palju kui neid ahelaid, igaks
tihendamiseks on tarvis vdahemalt iihte tippu V\U-st. Neid lihtahelaid on
vihemalt t(U) tiikki, seega peab olema t(U) < |[V\U| = |V|— |U].

Oleme néidanud, et Hamiltoni graafis G = (V, E) on iga U C V jaoks
t(U) < |V|—|U|. Seega kui mingi U C V jaoks on t(U) > |V| —|U], siis pole
G Hamiltoni.

6. iilesanne. Niita, et vihemalt kolme tipuga puus 7" on iilimalt

VDIAT) = 2) +2

A(T) -1
lehte, kus A(T) on T tippude maksimaalne aste.
Lahendus 1. Olgu n = |V(T')| ja d = A(T). Olgu n;, kus 1 < i < d, puu

selliste tippude arv, mille aste on i. Siis ny +no + -+ -+ ng = n. Me soovime
niidata, et
n(d—2)+2

d—1 '

Puus, kus on n tippu, on n — 1 serva. Koigi tippude astmete summa on
servade arvu kahekordne, seega siis 2(n — 1).

Puu tippude astmete summa voib ka leida, summeerides tipu astme iile

koikvoimalike véartuste. Tipud, mille aste on 7, lisavad sellesse summasse ;
d

selliseid tippe on n; tiikki. Koigi tippude astmete summa on seega »_ in;.
i=1

n x

Oleme saanud
d
2(n—1) = Zmz =n; + Zml,
=1

ja seega
d

ny =2(n—1) —Zini :
i=2
Suurendame seda summat, vottes teguri ¢ asemel d. Kui me summat suuren-
dame, siis vordusmaérgist paremal pool olev avaldis vdheneb, sest summa on
voetud miinusméirgiga.

ny = 2(n—1) Zdnz—Zn—l) dz =2(n—1)—d(n—mny)
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Lahendades selle vorratuse n, suhtes, saame

2n—2—dn+dni <n
(d—l)nlgdn—2n+2
n(d—2)+2
d—1 "~

N

ny

mida oligi tarvis toestada.

Lahendus 2. Olgu 7" saadud T-st sellisel viisil, et koigile T" tippudele v, mis
ei ole lehed, on naabriteks juurde lisatud nii palju lehti, et v aste T’-s oleks
vordne A(T)-ga. Puus 7" on siis tippude astmetel ainult kaks voimalikku
vaartust: 1 ja A(T) = A(T").

Tahistagu n(7T') tippude arvu ja ny(T") lehtede arvu puus 7. Puus 7" on
siis (n(T") — ny(T")) sisemist tippu. Loeme, mitu lehte on puus 7”. Selleks
leiame puu 7" koigi tippude astmete summa kahel erineval moel; sealt saame
vorrandi nq (1") jaoks.

e 7" koigi tippude astmete summa on (n(7") — ni(T))A(T) 4+ ny (T7).

e T koigi tippude astmete summa on 7"-i kahekordne servade arv. Serva-
de arv omakorda on iihe vorra viiksem kui tippude arv. Otsitav summa
on seega 2(n(T) — ny(T) +ni (T") — 1).

Saame
(n(T) = n(T)A(T) +m(T") = 2(n(T) —n(T) +m(T") - 1)
A(T)n(T) — A(T)ny(T) + ni(T") = 2n(T) — 2ny(T) + 2ny(T") — 2
(A(T) =2)(n(T) = na(T)) + 2 = m(T")
Liites selle vorduse molemale poolele juurde (A(T) — 2)ny(T") ning vottes
arvesse, et (n(T) —ny(T)) +n(T7) = n(T") ja A(T) = A(T"), saame
(A(T) = 2)n(T") + 2 = (A(T) = 1)m(T")

n(T')(A(T') - 2) + 2
ATY—1

ni(T') =

seega kehtib toestatav vorratus puu 7" jaoks (vordusena).

Kustutame puust 7”7 sinna juurde pandud lehed jélle dra. Iga lehe kus-
tutamisega viheneb ni(7”) iihe vorra, aga paremal pool vordusmérki olev
avaldis (A(T) — 2)/(A(T) — 1) vorra, s.t. viahem kui ithe vorra. Seega jaab
iga lehe kustutamisel vorratus kehtima (Giges suunas).

7. iilesanne. Niita, et kui graafis G' on koigile servadele omistatud erinevad
kaalud, siis on G-l {iksainus minimaalse kaaluga aluspuu.
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Lahendus. Me toestasime praktikumis, et GG suvaline aluspuu voib olla Krus-
kali algoritmi poolt viljastatud, kui ta jarjekordset serva konstrueeritavasse
puusse lisades teeb oige valiku.

(Kruskali algoritm oli mittedeterministlik — valides serva, mis on mi-
nimaalse kaaluga nende seas, mis juba valitutega tsiiklit ei moodusta, oli
valikuks mitu erinevat voimalust, kui sellised minimaalse kaaluga servi on
mitu.)

Kuna graafis G koik servad on erinevad, siis ei ole Kruskali algoritmil
mittedeterministlikke valikuid. Seega on tal voimalik tagastada ainult iiks
aluspuu. Rohkem minimaalse kaaluga aluspuid graafil G ei ole.



