Tippude varvimine



Graafi G = (V, E) (tippude) (korrektne) varvimaisviis k
varviga on mingi funktsioon c: V — {1,...,k}, nii et

e Iga e € E jaoks, kus £(e) = {u, v}, kehtib c(u) # c(v).
S.t. serva otstipud on varvitud erinevad varviga.

Graaf G on varvitav k varviga, kui tal leidub tippude
varvimisviis k varviga.

Graafi G kromaatiline arv (tippude jarg:) on minimaalne
selline k, mille korral G on varvitav k varviga. T'ahistame

X(G).
Graafe, mis on varvitavad k varviga, nimetatakse ka k-
aluselisteks.



A(G) tahistab graafi G tippude max. astet.

Teoreem. Silmusteta graaf G = (V, F) on varvitav A(G)+
1 varviga.

ToOestus. Induktsioon iile tippude arvu.

Baas. |V| = 1. Ilmne.

Samm. |V| > 1. Olgu v € V. Induktsiooni eelduse kohaselt

on G\v varvitav A(G\v) + 1 varviga. Ta on varvitav ka
A(G) + 1 varviga, sest A(G) > A(G\v).

Olgu c graafi G\v varvimisviis A(G) + 1 varviga. Leidub
varv 1, nii et tikski tipu v naabritest pole seda varvi. Var-

vime tipu v taiendavalt varviga z. []



Olgu G = (V, E) graaf. Tipuhulka S C V nimetatakse
klikiks, kui suvalised kaks (erinevat) tippu u,v € S on G-s

servaga uhendatud.

Teisisonu, S on klikk, kui indutseeritud alamgraaf G|S]| on

taisgraaf.

Tipuhulka S C V nimetatakse soltumatuks hulgaks, kui
uhegi kahe S-1 kuuluva tipu vahel serva ei ole.

Teisisonu, S on soltumatu hulk, kui indutseeritud alamgraaf
G|S] on tiihigraaf.

Meenutame, et n-tipulist tiihigraafi tahistasime simboliga O,,.



Teoreem (Brooks). Olgu G = (V, E) silmusteta graaf.
Olgu d > max{A(G), 3}. Kui G-s pole (d + 1)-elemendilist
klikki, siis on GG varvitav d varviga.

Toestus. Oletame, et teoreemi vaide ei kehti, olgu G =
(V, E) minimaalse tippude arvuga kontranaide. S.t.

o A(G)=d > 3;

e (& ukski sidususkomponent e1 ole Ky, 1;

o X(G) > A(G).
Olgu v € V mingi tipp. Olgu H = G\v. Olgu ¢ H-i mingi
varvimisviis d varviga.

v-1 on d naabertippu ja neil koigil on erinev varv. Olgu
N(v) ={vi,...,v4}, nii et c(v;) = 1.



Teoreemi toestuseks piisab naidata, et leidub H-1 varvimis-

viis ¢/, mis annab kahele v naabertipule sama varvi.



Olgu @ ja 7 kaks varvi ja olgu H,; graafi H indutseeritud
alamgraaf, mille moodustavad koik need tipud, mis on var-

vitud varviga ¢ vo1 7.




Kul me H,; mones sidususkomponendis varvid ara vaheta-

me, siis saame jalle korrektse varvimisviisi.

Seega peavad v; ja v; asuma H,;; samas sidususkomponen-
dis.



Tahistame seda sidususkomponenti C;,-ga.

Jargmisena naitame, et C;, peab olema ahel otspunktidega
v; Ja v;.

Piisab, kui naitame, et muidu leiduks H-i varvimisviis ¢/,
mille korral indutseeritud alamgraafis H; oleksid v; ja v,

erinevates sidususkomponentides.



Tipu v, aste graafis H on < d — 1. Kul v, kaks naabrit
oleksid sama varvi, siis oleks v, naabritel tlimalt d — 2

erinevat varvi.




Seega saab tipu v, varvi valida vahemalt kahel eri viisil.
Uks neist on 7, aga leidub ka moni teine.

Niilid on kahel tipul hulgast {vy,...,vs} sama varv.

Seega degc, (v;) = 1.



Vaatame mingit teed v.-st v;-sse. Olgu z esimene tipp sel
teel, mille aste C;;-s on > 3.

2-1 naabrite hulgas esineb < d — 2 erinevat varvi (kuni d
naabrit, neist vahemalt kolmel sama varv).



2-1 véarvi saab valida kahel viisil. Uks neist on 7 vdi 7, aga
leidub ka teine.

Siis C;; laguneb kaheks (v0i enamaks) komponendiks, see-
juures v; ja v, Jaavad erinevatesse komponentidesse.

Jarelikult on C;; ahel.



Jargmisena naitame, et ahelad C;, ja C; loikuvad ainult
tipus v, .

Vastasel korral oleks tihise tipu naabritel jalle ilimalt d — 2

erinevat varvi ja selle tipu saaks umber varvida.



Seega:
e Iga kahe tipu v, ja v; jaoks leidub tapselt iiks lihtahel

C;; tipust v; tippu v,, kus tipud on vaheldumisi varvi

1 ]a 7J.

— Kuil v, ja v, on servaga uhendatud, siis see serv ongl
selleks lihtahelaks.

e Need lihtahelad ei 10iku iiksteisega mujal kui oma ots-

tippudes.



Leiduvad mingid tipud v, ja v,, mis pole omavahel servaga
tihendatud (sest G-s polnud (d + 1)-elemendilist klikki).

Olgu w tipu v, naaber, mis on varvi 1.




Graafis Cj, vahetame varvid j ja k. Saame uue varvimis-

viisi ¢’ ja uued ahelad C;..

Aga niitid kuulub w nii C};-le kui ka C7,-le. Me naitasime

ennem, et see viib vastuoluni. []



Teoreem. Tasandiline lihtgraaf G = (V, E) on varvitav

kuue varviga.
ToOestus. Induktsioon iile tippude arvu.

Baas. |V| = 1. Ilmne.

Samm. |V| > 1. Olgu v € V selline, et deg(v) < 5, selline v
leidub G tasandilisuse tottu. Induktsiooni eelduse kohaselt

on G\v varvitav kuue varviga.

Olgu c graafi G\v varvimisviis kuue varviga. Leidub varv
1, ni1 et ukski tipu v naabritest pole seda varvi. Varvime

tipu v taiendavalt varviga «. []



Teoreem. Tasandiline lihtgraaf G = (V, E) on varvitav
vile varviga.

ToOestus. Induktsioon iile tippude arvu.
Baas. |V| = 1. Ilmne.

Samm. |V| > 1. Olgu v € V selline, et deg(v) < 5. Kui
deg(v) < 4, siis jareldub G varvitavus viie varviga G\v
varvitavusest vile varviga. See jareldumine on analoogiline

kahe eelmise toestusega.

Olgu deg(v) = 5. Olgu N(v) = {vy, Vs, U3, Vg, Us }.



Serva kokkutombamaise operatsioon (G — G'):

G G’

VA

Graafi G’ tahistame G/e.



Leiduvad v;, v; € {v1, v2, s, V4, Us }, mis pole naabertipud.
Muidu oleks K5 < G, seega poleks G tasandiline.
Olgu G’ = (G/(v,v;))/ (v, v;).

G' naeb valja nagu G, ainult et tippude v, v;, v; asemel on
uksainus tipp w.




(G'-le rakendame induktsiooni eeldust. Olgu c graafi G’ var-

Vimisvils vile varviga.

G/



Graafi G tippudest varvime v; ja v; sama varviga kul w. ..




ja v varvime varviga, mida ukski tema naabertipp ei ole.




Definitsioon:
(i) Ky on k-konstrueeritav.

(ii) Kui G on k-konstrueeritav ja z,y € V(G) pole naaber-
tipud, siis (G + (z,v))/(z,y) on k-konstrueeritav.

(iii) Olgu G; = (V4, B1) ja G, = (V,, B») k-konstrueeritavad
graafid, olgu Vi NV, = {z}. Olgu y; € Vi jay, € 1,
tipu z naabrid. Siis

G =(ViUVe, B1 UE, U{(y1,92) }\{(2,¥1), (2, 42)})

on k-konstrueeritav.

Teoreem. Mingi graafi kromaatiline arv on > k parajasti
siis, kui tal on moni k-konstrueeritav alamgraaf.



G



Toestus.

<. Naitame, et kui G on k-konstrueeritav, siis x(G) > k.
Juht (i): ilmne.

Juht (ii): oletame vastuvaiteliselt, et graafil (G+(z,y))/(z, y)
on varvimisviis v k' < k varviga. Siis v on ka G varvimis-
viis, kui defineerime, et y(z) = 7(y) = selle tipu varv,
milleks z ja y kokku tOmmati.

Juht (iii): oletame vastuvaiteliselt, et graafil G on varvi-
misviis v k' < k varviga. Kuna y(y1) # v(y2), siis leidub 2
nii, et v(y;) # v(z). Seega on -y ka graafi G; varvimisviis.



=. Olgu G mingi graaf, kus x(G) > k. Oletame vastuvai-
teliselt, et el leidu k-konstrueeritavat graafi H < G.

Siis k > 3, sest K, on 2-konstrueeritav.

Lisame (G-sse nil palju servi, et temas ei1 oleks veel k-konstrueeritavat
alamgraafi, aga suvalise serva lisamisel juba tekiks selline
alamgraaf.

G pole taielik r-aluseline (mingi r > k jaoks), sest siis oleks

Seega leiduvad tipud z,y1, y» nii, et (y1,42) € E(G) ning
x pole el y; ega ka y, naaber.



Olgu H; < G + (z,y;) mingi k-konstrueeritav graaf. Siis
(z,9:) € E(H,).

Siin voib olla ka y; € Hs ;.



Lemma. Olgu

o G, = (Vi,Ey) ja G = (V,, E;) k-konstrueeritavad
graafid;

e zcViNVy;

e y, € V; tipu £ mingi naabertipp graafis GG; ning mitte-
naabertipp graafis Gs;_; (juhul kui y; € Va_;);

o (G1—(z,11))[ViNVe] = (G2 — (z,42)) Vi N V2]
S11s
G=Vi1UV;, B1UE; U{(y1,%2)}\{(z,91), (Z,42)})

on k-konstrueeritav.



Toestus. Olgu V' = (V; N V3)\{z} ja olgu V hulga V' koo-
pia. Olgu G, graafi G, koopia tipuhulgaga (V,\V1)U{z} U
V.

G1




Olgu y, € V(G,) tipule y, vastav tipp.
G1

Kui me ithendame graafid G; ja G, k-konstrueeritavuse

punktis (iii) toodud viisil, siis saame k-konstrueeritava graa-

fi.



Samastame niiiid (iikshaaval) V' ja V vastavad tipud.

See on operatsioon (ii) k-konstrueeritavuse definitsioonist.
Lopuks saame graafi G lemma sonastusest. Lemma on toes-
tatud.



Lemma jargl on graafide H; ja H, uhend koos servaga

(y1,y2) ja ilma servadeta (z,v;) ja (z, y») k-konstrueeritav.
[]



Olgu G = (V,FE) mingi graaf. Mitmel eri viisil on teda
voimalik k varviga varvida?

S.t. kui palju leidub funktsioone c: V — {1,...,k}, mis
on GG tippude korrektsed varvimisviisid k varviga?

S.t., kui

e c on (G varvimisviis k varviga;

e 0:V — V on G mingl automorfism,;

e o:{1,...,k} — {1,...,k} on mingi bijektsioon,
siis ¢, co o ja @ o c loeme koik erinevateks.

Varvimisviiside arvu tahistame stimboliga Pg (k).



Kehtivad:

Po. (k) = k"
Pr (k) = k(k —1)(k—2)---(k—n-+1)

kui T' on n-tipuline puu, siis

Pr(k) = k(k — 1)~ .



Teoreem. Olgu G = (V, E) lihtgraaf. Olgu e € E. Siis
Pa(k) = Pg_e(k) — Pge(k).

Toestus. Olgu u,v € V serva e otstipud.

e Graafil G — e on varvimisviise ¢, kus c(u) # ¢(v), sama

palju, kui graafil G on varvimisviise.

e Graafil G — e on varvimisviise ¢, kus c(u) = ¢(v), sama
palju, kui graafil G/e on varvimisviise.

Seega Pg_.(k) = Pa(k) + Pg/e(k). O



Jareldus. Pg on polunoom.

Toestus. Induktsioon iile servade arvu.
Baas. G = O,,. Siis Pg(k) = k™.

Samm. G-s on servi. Olgu e graafi G moni serv. Siis Pg(k) =
Po_e(k) — Pg/e(k). Induktsiooni eelduse jargi on Pg_. ja
Pc/e polinoomid, seega on Pg kahe polinoomi vahe, s.t.
polinoom. []

Funktsiooni P; nimetatakse graafi G kromaatiliseks po-
lunoomaks.

Mingi graafi kromaatilist poliinoomi saab leida viimase teo-
reemi abil.



Olgu G n tipu ja m servaga lihtgraaf. Olgu G4, ..., G; tema
sidususkomponendid. Siis

e Ps(k) on n-nda astme poliinoom.

e k" kordaja Ps(k)-s on 1.

e k™! kordaja Pg(k)-s on —m.

e Po(k) kordajad on vahelduvate markidega.
o Po(k) =T]_,Pg,(k).

e Kui G on sidus, siis Pg(k) vabaliige on null ja lineaar-
liige on nullist erinev.

TOestus (enamasti) induktsiooniga iile servade arvu, kasu-
tades viimast teoreemi ning (baasina) seda, et Po_ (k) = k".

Kodune iulesanne.



