Euleri graafid
Hiina postiljoniprobleem
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Graaf G on paar (V,E), kus V on tippude hulk ja E on
servade hulk. Lisaks sellele on antud intsidentsusfunkt-

sitoon €, mis igale servale seab vastavusse tema otstippude
hulga.

Ahel graafis G on jada

el eo es e4 €k
Vo — V1 — VU — Uz — ...VUp—1 — Vg,

kus vg,...,ux €V, e1,...,ex € E ning &(e;) = {v;_1,v;}
Ahel on kinnine, kul esimene ja viimane tipp on sama.
Lihtahel on ahel, kus iga tipp esineb ilimalt iithe korra.

T'sukkel on kinnine lihtahel.



Euler: ahelaks graafis G = (V, E') nimetatakse kinnist ahe-
lat, mis labib selle graafi iga serva tapselt iiks kord.

Fulert graafiks nimetatakse graafi, milles leidub Euleri
ahel.

Graafi, milles leidub lahtine ahel, mis labib selle graafi iga
serva tapselt uks kord, nimetatakse pool-Euler: graafiks.

Levinud naidete klass: joonistada etteantud kujund pliiat-
sit paberilt tostmata ja tihtegi joont mitu korda tombama-

ta.
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Teoreem. Olgu G = (V, E) sidus graaf. Jargmised kolm

validet on samavaarsed.
(i). G on Euleri graaf.
(ii). G koigi tippude aste on paarisarv.

(iii). E esitub paarikaupa loikumatute tsiiklite iithendina.



TOestus (i)=-(ii). Olgu P graafi G mingi Euleri ahel ja olgu
veV.

Ahel P siseneb tippu mingi arv kordi ning valjub temast
sama arv kordi. Seega on ahelasse P kuuluvate tipuga v

intsidentsete servade arv paarisarv.

P on Euleri ahel, seega esineb iga tipuga v intsidentne serv
ahelas P tapselt iihel korral.



Toestus (ii)=-(iii). Induktsioon iile |E/|.

Baas. |E| = 0. Siis esitub E nulli tiiki iihendina, igaiiks

neist nullist on ....

Samm. |E| > 0. Siis on kéigi tippude aste nullist suurem,
sest G on sidus.

Vastavalt eeldusele on koigi tippude aste vahemalt kaks.

Vastavalt teoreemile eelmisest loengust leidub G-s mingi
tsukkel C.

Teoreem. Graafis, mille iga tipu aste on vahemalt 2, leidub tsukkel.



Olgu G’ saadud G-st, eemaldades sealt C-sse kuuluvad ser-
vad.

Graafis G’ on vahem servi kui G-s ning kodigi tippude aste

on endistviisi paarisarv.

Olgu Hy,...,H; graafi G' sidususkomponendid. Indukt-
siooni eelduse jargi esitub neist igauihe servade hulk paari-
kaupa loikumatute tsiiklite iihendina.

Vottes nende esituste ithendi ja lisades sinna veel tsikli C,

saame F esituse loikumatute tsuklite ihendina.



Toestus (iii)=(i). Olgu E = C,UC,U---UC,, kus
Ci,...,C, on tsuklid.

Uldsust kitsendamata eeldame, et tsiiklil C;, kus 7 > 1, on
uhiseid tippe mone tsukliga C;, kus 7 < 1.

Konstrueerime kinnised ahelad P, ..., P,. Konstruktsioon
tagab, et P; labib tsuklite C4,...,C; iga serva tapselt iiks
kord ning ei labi uhtegi tilejaanud serva.



Ahelaks P; votame tsukli C;.

Ahela P, saame ahelast P,_; jargmisel viisil.

e Liigume ahelas F,_; senikaua, kuni jouame mingi ti-
puni v, mis esineb ka tsiklis C;.

e Labime tsukli C;, alustades ja lopetades tipus v.

e Labime ilejaanud osa ahelast P,_;.

Ahel P, on Euleri ahel graafis G. []



T'Oestus annab algoritmi Euleri ahela leidmiseks graafis G:

e Tikeldame G servad tsiikliteks.
— Leilame graafist G the tsiikli, olgu see C.

x Liigume GG-s mooda servi, kuni jouame tippu, kus
oleme juba olnud.

— Hemaldame C servad G-st.

— Tikeldame G (ilma C-ta) sidususkomponentide ser-
vad tsikliteks.

— Tagastame need tsuklid ja lisaks veel tsukli C.

e Paneme tsiiklitest kokku Euleri ahela (vt. eelmine slaid).
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Jareldus. Sidus graaf G on pool-Euleri < graafis G on
tapselt kaks paarituarvulise astmega tippu.

Toestus =. Olgu z 5 y ahel graafis G, mis labib G iga
serva tapselt iihe korra.

Lisame G-le tdiendava serva e, nii et (e) = {z, y}.

Saadud graaf on Euleri graaf (z 3 Y —~ z on Euleri ahel),

seega on seal koigi tippude aste paarisarvuline.

Eisialgses graafis on z ja y paarituarvulise ning ilejaanud
tipud paarisarvulise astmega.



Toestus <. Olgu z ja y graafi G paarituarvulise astmega
tipud.

Lisame G-le tadiendava serva e, nii et (e) = {z, y}.

Saadud graafis on koigi tippude aste paarisarvuline, seega
leidub seal mingi Euleri ahel P.

Uldsust kitsendamata eeldame, et viimane serv ahelas P
on e.

Ahel P ilma servata e on ahel, mis labib graafi G iga serva
tapselt ihe korra. []

Toestus annab algoritmi pool-Euleri ahela leidmiseks:

Lisame graafi taiendava serva e ja leilame Euleri ahela.



Fleury algoritm Euleri ahela leidmiseks Euleri graafis
G=(V,E):

1. Ahela esimeseks tipuks vali mingi tipp v € V. Olgu
1:=0 ja vy := u.

2. Vali mingi tipuga v; intsidentne serv e, lisa see koosta-
tavasse ahelasse ning kustuta graafist G. Tipuks v; 4
vota e teine otstipp. Olgu 72 := 1 + 1.

e Seejuures vota servaks e moni sild ainult viimasel

voimalusel.

3. Korda eelmist punkti, kuni koik servad on kustutatud.



Teoreem. Fleury algoritm on korrektne (s.t. esitatud ees-

kiri on igal juhul taidetav ja tulemuseks on Euleri ahel).

Toestus. Algoritm koostab tipust u alates mingi ahela P.
Mingil hetkel jouab ta mingisse tippu v,,, kust enam edasi
el saa, sest koik v,-ga intsidentsed servad on kustutatud.
On ilmne (tippude astmete paarsused!), et v, = u.

Meil tuleb naidata, et sel hetkel on koik servad kustutatud.



Olgu G; graaf, mis on graafist G jarel peale :-ndat sammu.
Slis G = G Ja G;1 sisaldab uhe serva vahem kui G;. Olgu
H; graafi GG; see sidususkomponent, mis sisaldab tippu u.

Paneme tahele, et G; koikide tippude, v.a. u ja v; astmed
on paarisarvud. Kui u = v;, siis on ka deg(wu) paaris. Kui
u # v;, siis on deg(u) ja deg(v;) paaritud.

Me naitame, et GG; koik ulejaanud sidususkomponendid on

isoleeritud tipud.

Induktsioon ule 2. Kui 1 = 0, siis Gg = G = Hy, s.t. Gp-1
pole teisi sidususkomponente peale Hp-1. Seega vaide keh-
tib.



Kehtigu vaide G; jaoks. Vaatame koigepealt juhtu u # v;.
Vaite kehtivuseks GG; ., jaoks piisab, kul naitame, et v;-ga
on G;-s intsidentne ulimalt tks sild.

e T'Oepoolest, siis on G, 1 sidususkomponendid jargmised:

— Kui kustutati serv, mis pole sild, siis sidususkom-
ponendid el muutu.

— Kui kustutati sild, siis see oli viimane serv, mis
oli v;-ga intsidentne. Komponent H; lagunes graa-
fis G;;1 kaheks komponendiks — H;,; = H;\v ja
v. Teine neist on isoleeritud tipp, esimene sisaldab

tippu u.



Kui v;-ga oleks intsidentne vahemalt kaks silda, siis:
U

Zn /

pva N

H;

e Leidub v;-ga intsidentne serv e, nii et graafi H; — e
tippu v; mittesisaldav sidususkomponent K ei sisalda
ka tippu u.

o degy (z) on paaris. Seega degy(z) on paaritu.

e K-s peab leiduma veel moni tipp w nii, et deg(w)
on paaritu. Kuid degy (w) = degy, (w), mis pidi olema
paaris.



Kui u = wv,, siis piisab, kuil naitame, et u-ga pole ukski sild
intsidentne, s.t. G;-1 ja G;1-1 on samad sidususkomponen-
did.

Kui oleks, siis

leiduks taas tipp w, mille aste peaks paaritu olema. []



Olgu antud graaf G = (V, E, £), mille servadel on mittene-
gatiivsed kaalud (pikkused).

Kaalud olgu antud funktsiooniga w : E — RT.
€2 €L

Kui P = . .- — - on mingi ahel, siis olgu w(P) :=
Zle w(k) tema kaal.

Huna postiljoniprobleem (HPP): 1eida minimaalse pikku-
sega kinnine ahel, mis labib graafi koiki servi vahemalt tiks
kord.

On ilmne, et kui G on Euleri graaf, siis on HPP lahenduseks
Eluleri ahel.



Ulesandeid, mis taanduvad HPP-le (vdi selle variantidele):

e Postiljonide, priigiautode, lumesahkade jne. marsruu-

tide paikapanek.

e Transpordivorkude (maanteed, raudteed, elektriliinid,

jne.) kontroll.
e Olekuautomaatide (naiteks kasutajaliideste) testimisst-
rateegiate optimeerimine.

— Testimine koosneb kontrollist, kas olekus A moju-

tuse s peale siisteem laheb olekusse B.



Nimetame kinnist ahelat, mis labib graafi koiki servi vahe-

malt uks kord, pseudo-Euler: ahelaks.
HPP otsib siis minimaalse kaaluga pseudo-Euleri ahelat.

Mingi pseudo-Euleri ahela P jaoks graafis G defineerime
graafi Gp = (V, Ep, Ep) jargmiselt:

o Bp={(e,1)|1 <1< # P,
o Ep((e,2)) = E(e),

kus #.P olgu serva e esinemiste arv ahelas P.



Lause. Gp on Huleri graaf iga graafi G ja pseudo-Fuleri
ahela P jaoks.

Toestus. Asendades ahelas P serva e 7-nda esinemise ser-
vaga (e,t) graafist Gp, saame Euleri ahela graafis Gp. [



Samuti, olgu ¢ : E — N ja olgu G, = (V, E, &), definee-

ritud jargmiselt:
o B.={(e,2)[1 <7< c(e)},
o Ep((e,)) = E(e),

Kui c(e) > 0 iga e € E jaoks ja G. on Euleri graaf, siis iga
Eluleri ahel graafis G, defineerib mingi pseudo-Euleri ahela
graafis G.

Koigi graafist G, saadud pseudo-Euleri ahelate kaalud on
vordsed.

e nad vorduvad suurusega ) . c(e)w(e).



Lause. HPP lahenduseks olevas pseudo-Euleri ahelas el
esine ukski kaar rohkem kui kaks korda.

TOestus. Olgu P HPP lahenduseks graafis G = (V, E, €).
Oletame vastuvaiteliselt, et leidub e € E nii, et #.P > 3.

Olgu c(e) = #.P — 2 ja c(e') = #«P, kui e # e. Siis
c(e’) > 0iga e € E korral. G, on Euleri graaf, sest

)
degs,(v) —2, kuiwv e E(e)
degg, (v) = « .

\ degs . (v), muidu

ja Gp on Huleri graaf. Graafist G, saadud pseudo-Euleri
ahelate kaal on w(P) — 2w(e) < w(P). O

Uldistus:. . .



Lause. Olgu P HPP lahenduseks graafis G = (V, E, &).
Olgu c(e) = #.P — 1. Siis G, ei sisalda tsiikleid.

ToOestus. Vastuvaiteliselt oletame, et graafis G, leidub tsiik-
kel C. Olgu c'(e) = #.P — #.C. Siis c(e) > 0 igae € E
jaoks.

G~ on Huleri graaf, millest saadud pseudo-Euleri ahelate
kaal on w(P) — w(C). [



Teoreem. Olgu G = (V, F, £) mingi graaf ja olgu V— C
V graafi G paarituarvuliste astmetega tippude hulk. Siis
leidub V'~ tiikeldus paarideks

o s.t. V7 = {uy,vi} U{ug, v} U-- - U{up,vp};
— olgu P, minimaalse pikkusega ahel u;-st v;-sse.
nii, et HPP lahenduses P graafi G jaoks esinevad kaks

korda tapselt need servad, mis kuuluvad monele ahelatest
P,...,P,.

S.t. graafi G, (eelmise lause sonastusest) servadeks on tap-
selt P, ..., P, servad.



ToOestus. Vaatame graafi G, mis on defineeritud nagu eel-
mise lause sonastuses.

Siis iga v € V jaoks degg(v) = degg (v) (mod 2), sest
degg, (v) = degg,(v) — degg(v).
Olgu Gy = G.. Iga 1 € {1,...,n} jaoks, kus |V~| = 2n,
olgu
e u;,v; € V mingid kaks paaritu astmega tippu graafis
Gi 1,
e P, mingi ahel tippude u; ja v; vahel graafis G;_;

e (5, graaf, mis on saadud G,_;-st P;-sse kuuluvate ser-
vade eemaldamisel.



Graafis GG; on tippude u; ja v; aste paaris ja muude tippude

astmete paarsus el muutunud.
Graafis GG,, on koigil tippudel paarisarvuline aste.

Vaatame G,,-1 monda sidususkomponenti. Kui see pole iso-
leeritud tipp, siis leidub seal tsukkel. Sama tsukkel leiduks
ka GG.-s. See oleks vastuolus viimase lausega. Seega graafis
G,, pole servi.

Oleme tukeldanud G, servad n-ks ahelaks.

Kuna P on HPP lahend, siis need ahelad on minimaalse
voimaliku pikkusega ahelad oma otstippude vahel. []



Algoritm HPP lahendamiseks graafis G = (V, E, €):

1. Lela koigi hulka V'~ C V kuuluvate tippude paarikaupa
kaugused.

e Mottekas on leida koigi tippude paarikaupa kaugu-
sed ning ka vastavad lithimad ahelad.

e Seda voib teha naiteks Floyd-Warshalli algoritmiga.
2. Jaga V™~ tipud niimoodi paarideks {u;,v;}, et paari-

desse kuuluvate tippude vahekauguste summa tuleks

voimalikult vaike.

e Kuidas seda algoritmiliselt teha, vaatame kunagi

edaspidi.



3. Lisa graafile G teine koopia servadest, mis asuvad mo-
nesse paari {u;,v;} kuuluvaid tippe iihendaval mini-
maalse pikkusega ahelal ning leia saadud graafis Euleri
ahel.



Naide:




Paarituarvuliste astmetega tippude vahelised kaugused:

b|d|f|g
b|X|6]|6]4
d||6|X| 7|5
fll6]7|X]|2
glla]5]2|X

Vahim summaarne kaugus paarides {b,d} ja {f, g}.



HPP lahenduse annab Euleri ahel jargmises graafis:




