Algoritmid maksimaalse kooskola ja
minimaalse hinnaga taieliku kooskola
leidmiseks



Maksimaalse kooskdla leidmiseks graafis G = (V, E) alus-
tame lihtsalt mingist kooskolast M.

Jargnevas anname algoritmi, mille abil konstrueerida koos-

kola M', kus on tihe vorra rohkem servi.
(kui selline M’ leidub)

M vo6ib olla @, voib ka olla ahne algoritmiga koostatud:
e Olgu M := 0.

e Iga e € F jaoks

— kui M el kata e kumbagi otstippu, siis lisa e hulka
M.



Kooskola M suurendamiseks tuleb meil leida M-laienev
tee.

Selle holbustamiseks defineerime suunatud graafi G—>M:
V(Gu) =V
P
E(Gy)={(v,w)|Fv eV : (u,v) € E\M, (v,w) € M} .

—

./-\- E\M G

Kui deg,,(u) = deg,(v) = 0, siis G-s leidub M-laienev
maitte tingimata lihtne (MTL) tee u-st v-sse parajasti siis,
kui G—M>—s leidub (suunatud) ahel u-st N(v)-sse.

(...s.t. mingisse tippu w € N(v))




M-laienev mittelihtne tee u-st v-sse:
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Olgu W C V koigi selliste tippude hulk, mida M el kata.



Lemma. Olgu P = vg—v; — - - - — v, minimaalse pikku-
sega M-vahelduv MTL tee W-st (s.t. v € W) mingisse
tippu v = v,,. Siis kehtib ks jargmistest vaidetest:

e P on lihtne.

e P ei1 ole lihtne, leiduvad sellised 12, 7, et
(i) 0 <<y <m;
(il) vy = vy;
(iii) ¢ on paaris, j on paaritu;
— s.t. servad v; —v;41 Ja v;_1 —v; el kuulu M-;

(iv) wvo,...,v;_1 on koik erinevad.



Toestus. Kui P on lihtne, siis pole midagi toestada.

Oletame, et P ei ole lihtne, olgu 7 € {1,...,m} vahim
selline, et leidub 7 < 7 nii, et v; = v;. Selline ¢ ja j valik
rahuldab triviaalselt tingimusi (i), (ii), ja (iv).

Kui 7 — 1 oleks paaris, siis. ..

Ui = Uy /

poleks P minimaalse pikkusega.



Kui j oleks paaris (ja ¢ paaritu), siis. ..

U1 VU2 Ui—1 Vix1  VUig2

oleks juba v,_; mingi varasema tipuga vordne (v;,;-ga).[



Olgu G = (V, E) mingi lihtgraaf ja olgu U C V. Tipuhulga
U kokkutéombamine G-s annab lihtgraafi G/U, kus

e koik U-sse kuuluvad tipud on kustutatud, nende ase-
mel on graafi lisatud uks uus tipp u;

e y on ithendatud koigi tippudega Ng(U)\U-st.

U
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Defineerime veel:
e Kui H <G,siis G/H=G/V(H).

e Kui M C E(G) jaU C V(G), siis M/U on graafi
U

(V(G), M)/U servade hulk.

U

G G/U



Olgu G = (V, E) ja olgu M mingi kooskdla G-s. Tsiikkel
C C G on M-o01s, kui

e |C| =2k + 1 mingi k € N jaoks;

o CNM|=k.

e ( sisaldab tippu, mida M e1 kata.




Teoreem. Olgu G = (V, E) ja olgu M mingi kooskola G-s.
Olgu C mingi M-0is. Si1is M on maksimaalne kooskola G-s
parajasti siis, kui M/C on maksimaalne kooskdla G/C-s.

Toestus. Olgu c € V(G/C) tipp, milleks C kokku tommati.
Paneme tahele, et kui C on M-0is, siis M /C ei kata c-d, sest
ukski M-1 kuuluv serv pole C-sse kuuluva ja mittekuuluva
tipu vahel.




Toestame poordvastandteoreemai.
M pole maksimaalne = M/C pole maksimaalne.

Olgu P M-laienev tee graafis G. Kui P ei sisalda C tippe,
siis on ta ka M /C-laienev tee G/C-s.




Kui P sisaldab C tippe, siis vahemalt iiks tema otstippu-
dest el kuulu C-sse (sest C-s on iiksainus M-i poolt kat-

mata tipp).

Olgu @@ P alamahel tema C-s mitteolevast otstipust kuni
esimese C-s oleva tipuni. Siis @ on M/C-laienev G/C-s.
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M /C pole maksimaalne = M pole maksimaalne.

Olgu P M/C-lainenev tee graafis G/C. Kui ta ei sisalda
tippu c (milleks C' kokku tdmmati), siis on ta ka M-laienev
G-s.

Kui P sisaldab c-d, siis on c uks tema otstippudest. Olgu
v tipu ¢ naabertipp P-1 ja olgu u P teine otstipp.

u P



M-laieneva tee graafis G saame, liitkudes tipust © mooda
teed P tippu v, sealt monele tsuklis C asuvale tipule ja
edasi mooda tsuklit M-1 poolt katmata tipuni. []




Algoritm kooskola M graafis G suurendamiseks tihe serva
vorra (kui M pole veel maksimaalne):

1. Leia luhim M-vahelduv MTL tee P W-st W -sse.
e Leia lihim suunatud tee W-st N(W)-sse graafis
—
Gy
_ See leitakse Gpy-i laiuti libides.

2. Kui sellist P-d ei1 leidunud, siis e1 leidu ka M-laienevaid
teid. Tagasta ,,// on maksimaalne®.

3. Kui P on lihtne, siis on ta M-laienev tee. Tagasta
MNAE(P).

o /\ — summeetriline vahe.



4. Ku1 P = v9g—v;—:--—v,, pole lihtne, siis olgu 3y

vahim selline, et leidub 2 < 7 nii, et v; = v;.

Siis M on ikka kooskola (suurenes ainult deg,,(vg), mis

ennem oli 0) ja C = v;—v;41—--—v; on M-0is.



6. Kutsu algoritm rekursiivselt valja M /C ja G/C jaoks.
7. Kui M/C oli maksimaalne, tagasta ,, M/ on maksimaalne".

8. Kui tagastati kooskola N, siis

e Kui N ei1 kata tippu c, milleks C kokku tommati,
siis tagasta (N N E(G\C)) U (M N E(C)).



e Kui N katab tippu c, siis olgu v tipu c paariline N
jargi ning w € V(C) mingi tipu v naabertipp graafis
G. Tagasta (N N E(G\C)) U{v—w} U Mg, kus MY¥
on maksimaalne kooskola C-1, mis w katmata jatab.




Keerukus:

e Maksimaalse kooskola leidmiseks tuleb eelnevat algo-
ritmi valja kutsuda kuni |V'|/2 korda.

e Uhel viljakutsel:

— Tee P on leitav ajas O(|E|). Samuti on M-i paran-
damine tehtav ajas O(|E|).

— Rekursiooni stigavus on O(|V]).

Kokku kulub aega O(|V| - |E|).

e Maksimaalne kooskéla on leitav ajas O(|V|* - |E|).
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Vaatame nuud jargmist ulesannet:

Antud graaf G = (V, E) ja servade kaalud w : E — R.
Leida selline taielik kooskdla M, et . ,, w(e) oleks mini-
maalne voimalik.

Eeeldame, et GG-s leidub taielik kooskdla.

Eeldame, et iga e € E jaoks w(e) > 0. Kui nii ei ole, siis
liidame koigl servade kaaludele mingi kullalt suure kons-
tandi c. Sellega suurenevad koigi taielike kooskolade kaalud
c|V|/2 vorra, s.t. minimaalse kaaluga taielikud kooskdélad
jaavad samaks.



Olgu G = (V, E) ja M kooskdla G-1. Siis T' < G on M-
lazenev puu, kul T on juurega puu, mille juurt rr+ M el
kata (aga koiki teisi tippe katab), ja koik juurest algavad
lihtahelad T'-s on M-vahelduvad.

Olgu
o VHT) = {veV(T)|d(ry,v) on paaris};
o V (T)={veV(T)|d(rr,v) on paaritu};



F < G on M-laienev mets, kui V(F) =V, M C E(F) ja
F'-1 1ga sidususkomponent on kas M-laienev puu voir M-1

kuuluv serv.

VT (F) ja V~(F) olgu F-i kuuluvate M-laienevate puude
T vastavate hulkade uhendid.

Kui M ei kata v-d, siis v € VT (F).



Tahistame:
e ©(X) on hulga X koéigi alamhulkade hulk.

e Olgu G = (V, E) mingi graaf. Kui U C V, siis olgu
6(U) C E nende servade hulk, mille iiks otstipp on
U-s ja teine V\U-s.



Algoritm kasutab abistruktuurina paari (2, 7), kus Q C
p(V) jam:Q — R. Nad rahuldavad jargmisi omadusi:

e () on alamhulkade pesastatud hulk.
e () koik elemendid on paarituarvulise voimsusega.
e KuiU € Qja|U| > 3, siis w(U) > 0.

e [gaec Ejaoks ) w(U) < w(e).
Ues
ecd(U)



Hulk = C p(X) on pesastatud, kui iga Y, Z € = jaoks kas
YCZ ZCYvoiYNZ=010.

Naide: Kui X = {1,...,5}, siis

{{1},{4},{2,4},{3,5},{1,3,5},{1,2,3,4,5}} on pesasta-
tud hulk.

Lause. Kui = C p(X) on pesastatud ja @ ¢ Z, siis |Z| <
2| X| — 1.



ToOestus. Vaatame graafi Tz, mille tippudeks on = elemen-
did ning milles on kaar ¥ — Z parajasti siis, kui ¥ DO Z
ning el leidu sellist elementi W € Z, et Y D W D Z.

Naide:

{1,2,3,4,5}

Pl {135}
~ TS
(4 (1) (35)

Siis 1= on mets, tema i1gal sidususkomponendil on juur —
suurim element selles komponendis.



Taiendame hulka = (ja ka metsa Tz) jargmiselt:

e Lisame elemendi X hulka = (kui seda seal veel €i ole).
S1is T=-st saab puu juurega X.

e Iga z € X jaoks lisame {z} hulka =. Neist saavad puu
TE lehed.

e Seni kuni mingil elemendil Y € = on puus 7= vahemalt
kolm alluvat 71, ..., Z, lisame =-sse elemendi Z; N Z,.

Need taiendused el muuda =-d mittepesastatuks.



Naide:

{1,2,3,4,5}

A= —={1,3,5}
RN a~ TSa
14} 12} 11} ‘/{3,5}\
{3} {5}

Niiiid on Tz-s | X| lehte ja iga sisemise tipu aste on 2. Kokku
on tippe seega 2| X| — 1. ]



Algoritm kasutab hulka €2, et meeles pidada, millised tsiik-
lid on kokku tommatud.

Suvalise taieliku kooskola M C E jaoks kehtib

wM)=> we)>> > n(U)=

ecM ecM UEeQ
ecd(U)
3 w0) - w() Y 1
UeQ)d eeM uef ecM
ecd(U) ecd(U)

S w(U)- M) =S w(U) .

Uefl Uuefl



Seega kui €2, m ja M on sellised, et

e igae c M jacks w(e) = > w(U);
Ueq
ecd(U)

e iga U € Q jaoks |[M N§(U)| = 1;

siis w(M) = ) w(U) ja seega M on minimaalse kaaluga
Ues
talelik kooskola.

Tahistame: w,(e) = ) w(U).
UeR
ecd(U)



Algoritm peab to0 kaigus meeles ka senini leitud kooskola
M. Sinna kooskolla votab ta ainult selliseid servi e, mille
jaoks w(e) = wy(e).

Kui U € Q, siis olgu QU| ={U' € Q|U' C U}.

G /2 tahistagu graafi G, kus 2 koik maksimaalsed elemen-

did on kokku tommatud.

(2 elemendid vastavad tsiiklitele — kui U € Q ja |U| > 3,
siis graafis G[U|/Q[U]| leidub Hamiltoni tsiikkel sellistest
servadest e, kus w(e) = w,(e).

(algoritm rahuldab sellist invarianti)



Min. hinnaga taieliku kooskola leidmise algoritm on itera-
tiivne. Tema olek koosneb jargmistest osadest:

o ()

— iga U € Q jaoks, kus |U| > 3: eelmisel slaidil mai-
nitud Hamiltoni tsukkel

e 7, need rahuldavad eeltoodud omadusi;
e M — mingi kooskdla graafil G/;

e F — mingi M-laienev mets graafil G/2
— M ja F kasutavad ainult selliseid servi e, kus w(e) =

wr(e).



Algseis:
e O ={{v}lveV}
o m({v}) =0igav €V jaoks;
e F'=10 (F kui servade hulk);
o M =0.
Itereerime seni, kuni M pole taielik kooskodla G/Q-1.

Iteratsioon.. ..



Iga e € E jaoks olgu
o ¢, = w(e) — wy(e), kui e liks otstipp (graafis G/Q2) on
V*(F)-s ja teine valjaspool V*(F) UV~ (F)-i;
e ¢, = (w(e) — wy(e))/2, kui e molemad otstipud on
VT (F)-s;
e ¢, = oo muudel juhtudel.

Leidub selline e, et €, < o0, sest |V (F)| > |V~ (F)| (nende
vahe on vordne tippude arvuga, mida M ei kata).

Olgu

e = min(mine., min m(U)) .
e€E  UeQnV-(F),|U|>3



Muudame 7-d:
e KuiU e QNV*(F), siis m(U) :=7(U) + ¢.
e KuiUe QNV—(F),siis m(U) :=w(U) —e.
Koik invariandid jaavad kehtima:
o m(U) >0, kui |U| > 3;
e wr(e) < w(e);
e Hamiltoni tsiikkel G|U]/Q[U]-s. ..

¢ oll maksimaalne, mis 7 sellisel muutmisel need invarian-
did kehtima jattis.



Peab leiduma vahemalt uks jargmistest objektidest:

(i) e € E, nii et w,(e) = w(e). Seejuures e moni otstipp
graafis G/Q on V*(F)-s ja kumbki pole V= (F)-s.

(i) U € QnV-(F), |U| >3, ©(U)=0.



Juht (i). Lisa e metsale F.

e Kui e iiks otstipp kuulus V*(F')-i ja teine ei kuulunud,
sils F' lihtsalt suurenes.

e Kui e modlemad otstipud kuulusid V*(F)-i, siis e li-
samine uhendas F'-1 kaks M-laienevast puust sidusus-
komponenti vo1 tekitas ithes komponendis tsukli.

— Kui thendati kaks sidususkomponenti, siis tekkis
M-laienev tee P. Defineeri M := MAPjaF := M.

— Ku1 tekkis tsukkel U, siis lisa U ()-sse, defineeri
w(U):=0, M := M/U, F := F/U. Edasi to6tame
graafiga G/U.



Juht (ii). Vota kokkutommatud tsiikkel U tagasi lahti.

V.
TN

V.
< P

Eemalda U 2-st, lisa M-1 tsukli U servad nii, et koik U
tipud kaetud saaksid (kasutades servi e, kus w(e) = w,(e)),
lisa iiks pool tsiiklist F-i (nii, et V*(F') ja V—(F') valjaspool
U-d ei muutuks), lisa tsiikli teisest poolest F'-i servad, mis
kuuluvad M-1.



Kui oleme G/Q2-s joudnud taieliku kooskdlani, siis votame
kokkutommatud tsiklid tagasi lahti.

e Tsuklid leiame €2-st.

e Alustame €2 suurematest elementidest.
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Kui palju iteratsioone on?

Kui me oleme leidnud M-laieneva tee, siis |V (G/Q)|—2| M|
vaheneb kahe vorra. Kui me sellist teed ei leidnud (s.t.
kasvatasime metsa voi tombasime tsiikli kokku), siis see

suurus el muutunud.

Seega leidub iilimalt |V'|/2 iteratsiooni, kus leitakse M-
laienev tee.



Olgu W(F) C V koigi nende tippude hulk, mis jaavad
G /Q-s mingi tipu € V1 (F) sisse. Olgu Vo(F) = V(G/Q)\V(F).

Igal iteratsioonil, kus M-laienevat teed el leitud, suureneb
avaldis 2|W (F)| + |Vo(F)|.

e Kui kasvatati F-i, suureneb |W (F')| vahemalt tihe vOr-
ra ning |Vo(F')| vaheneb iihe vorra.

e Kui tsiikkel U tdmmati kokku, siis olgu z V'~ (F')-i kuu-
luvate tippude arv selles tsiiklis. |W (F')| suureneb va-
hemalt z vorra ja |Vy(F')| vaheneb z vorra.

e Kui tsukkel U voeti tagasi lahti, siis olgu 2z+1 tippude
arv selles tsiiklis. |W(F')| suureneb vahemalt z vorra
ja |Vo(F')| suureneb z vorra.



Avaldise 2|W (F')| + |Vo(F')| maksimaalne vaartus on 2|V|.

Seega on iteratsioone iilimalt |V|?.



